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Аннотация. В работе исследуется класс унарнопорожденных мультиопераций,
доказывается, что он совпадает с классом унарных на подкубе мультиопераций и,
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Мультиоперацией называется отображение En → 2E , где E = {1, 2}.
Согласно [1] введем следующее обозначение элементов 2E :

∅→ 0; {1} → 1; {2} → 2; {1, 2} → 3.
Суперпозицию мультиопераций определим стандартным образом:

f(g1, . . . , gk)(α1, . . . , αn) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если существует i, такое что

gi(α1, . . . , αn) = 0;⋃
τi∈gi(α1,...,αn)

f(τ1, . . . , τk), иначе.

Рассмотрим множество унарных и константных мультиопераций,
linebreak возможно содержащих фиктивные аргументы. В отличие от
булевых функций оно не является замкнутым по операции суперпози-
ции и порождает новые мультиоперации, не являющиеся унарными.

Пример 1. f = (2121), g1 = (1010), g2 = (3322).

x1 x2 f g1 g2 f(g1, g2)
1 1 2 1 3 f(1, 1) ∪ f(1, 2) = 3
1 2 1 0 3 f(0, 3) = 0
2 1 2 1 2 f(1, 2) = 1
2 2 1 0 2 f(0, 2) = 0
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h = f(g1, g2) = (3010) не является унарной.

Определение 1. Множество унарнопорожденных мультиопераций
является замыканием относительно указанной суперпозиции множе-
ства унарных и константных мультиопераций, возможно содержа-
щих фиктивные аргументы.

Основная задача, решаемая в данной работе – описание и подсчет
числа унарнопорожденных мультиопераций от заданного числа аргу-
ментов. Для этого введем в рассмотрение еще одно множество муль-
тиопераций.

Определение 2. Будем говорить, что мультиоперация f является
унарной на подкубе, если найдется множество аргументов xi1 , . . . , xik
(возможно пустое) и ровно один набор αi1 , . . . , αik (αij ∈ {1, 2}), такие,
что остаточная f

αi1
...αik

xi1
...xik

является унарной не содержащей 0, или кон-
стантной. Все остальные остаточные f по аргументам xi1 , . . . , xik
должны быть тождественно нулевыми. При этом, если f

αi1
...αik

xi1
...xik

унар-
ная, то существует аргумент xr, не содержащийся среди xi1 , . . . , xik ,
такой что f

αi1
...αik

1
xi1

...xik
xr 	= f

αi1
...αik

2
xi1

...xik
xr Обе эти остаточные являются кон-

стантными. Данный аргумент, если он существует, будем называть
разделяющим у мультиоперации f . Если f

αi1
...αik

xi1
...xik

— константная, то
f будем так же называть контантной на данном подкубе.

Пример 2.

f(x1, x2, x3, x4) = (0011 0022 0000 0000)— унарная на подкубе, так как:

f1 2
x1x3

= (1122)— унарная,
f1 1
x1x3

= f2 1
x1x3

= f2 2
x1x3

= (0000)— тождественно нулевые, и
f1 2 1
x1x3x2

= (11) 	= f1 2 2
x1x3x2

= (22), x2— разделяющий.

Лемма 1. Множество унарных на подкубе мультиопераций замкну-
то относительно рассматриваемой суперпозиции.

Доказательство. Пусть f(x1 . . . , xn) и g1, . . . , gn – унарные на подкубе
мультиоперации. Покажем, что значение формулы Φ = f(g1, . . . , gn) яв-
ляется унарной на некотором подкубе мультиоперацией. Пусть i1, . . . , ik
– номера аргументов внешней мультиоперации f и αi1 , . . . , αik – зна-
чения этих аргументов, при которых соответствующая остаточная f
является унарной ненулевой.
Суть дальнейшего доказательства заключается в изменении фор-

мулы Φ таким образом, что ее значение не изменится, а все (кроме
возможно одной) внутренние мультиоперации gi будут заменены на
константные на некоторых подкубах, не содержащие 3.
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Множество всех внутренних мультиопераций gi разделим на три
непересекающихся подмножества, некоторые могут быть пустыми.
Первое подмножество составят те gi, что находятся на фиктивных

аргументах мультиоперации f . В связи с этим, значение формулы Φ
не изменится, если во всех этих gi заменить все ненулевые значения на
одно и то же значение, допустим на 1.
Второе подмножество составят те gi, что находятся на аргументах

i1, . . . , ik мультиоперации f . Пусть на im-м аргументе находится муль-
тиоперации gim и αim — значение im-го компонента в наборе αi1 , . . . , αik .
Если среди значений мультиоперации gim есть αim , то их не меняем.
Если среди значений мультиоперации gim есть 3\αim , их заменим на

0. Так как при подстановке на аргумент xim мультиоперации f зна-
чения 3\αim значение формулы Φ будет равно 0, то от замены 3\αim

на 0 в мультиоперации gim значение Φ на соответствующих наборах не
изменится.
Если среди значений мультиоперации gim есть 3, заменим их на αim .

Это согласуется с тем, что для вычисления значения f(. . . , 3, . . .) нужно
найти f(. . . , αim , . . .)∪ f(. . . , 3\αim , . . .) и учесть, что последнее из этих
значений равно 0.
В итоге все (кроме возможно одной) мультиоперации gi ,будут заме-

нены на константные на подкубе, содержащие только 1 или 2. При этом
значение формулы Φ не изменится.

Пример 3. Пусть gim = (0033 0022 0000 0000). Если αim = 1, то gim
можно заменить на (0011 0000 0000 0000), если αim = 2, то gim можно
заменить на (0022 0022 0000 0000). При этом значение формулы Φ не
изменится.

Третье подмножество состоит из одной мультиоперации gr, находя-
щаяся на разделяющем аргументе мультиоперации f , если такой есть.
Рассмотрим все варианты относительно вида gr.
1. У мультиоперации f нет разделяющего аргумента и третье под-

множество пусто, а f — константная на своем подкубе. Пусть g′i —
константная на подкубе мультиоперация, на которую заменили муль-
тиоперацию gi на предыдущем шаге. Рассмотрим подкуб B, равный
пересечению всех подкубов Bi, на каждом из которых соответству-
ющая мультиоперация g′i константная. Очевидно, что в этом случае
результат формулы Φ будет константной на B мультиоперацией, либо
тождественным 0, если B пусто.
2. На разделяющем аргументе xr находится константная на подкубе

Br мультиоперация gr. Если gr помимо 0 содержит значение, не равное
3, то этот случай сводится к случаю 1. Если gr — константная на подкубе
Br и равная на нем 3, то на подкубе, являющемся пересечением всех Bi
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и Br, значение формулы Φ будет константным на этом подкубе, равным
f
αi1

...αik
1

xi1
...xik

xr ∪ f
αi1

...αik
2

xi1
...xik

xr .
3. На разделяющем аргументе xr находится унарная неконстантная

на подкубе B′′′ мультиоперация gr. Рассмотрим подкуб B, являющийся
пересечением всех подкубов Bi, где i ∈ {1 . . . n}\{r}. Если мультиопе-
рация gr принимает на B одно свое ненулевое значение, то этот случай
сводится к случаю 2. Осталось рассмотреть вариант, когда мультиопе-
рация gr на наборах из B принимает оба своих ненулевых значения.
Пусть первое свое ненулевое значение σ1 она принимает на подкубе B′,
второе ненулевое значение σ2 она принимает на подкубе B′′ и B′∪B′′ =
B′′′. Тогда B∩B′′′ = (B∩B′)∪ (B∩B′′), то есть подкуб B∩B′ является
смежным для подкуба B ∩ B′′. На первом из них формула Φ всегда
принимает одно и тоже значение f

αi1
...αik

σ1
xi1

...xik
xr , на втором формула Φ при-

нимает значение f
αi1

...αik
σ2

xi1
...xik

xr , возможно совпадающее с первым. Так как
(B ∩ B′) ∪ (B ∩ B′′) составляют подкуб (B ∩ B′′′), то формула Φ будет
унарной на этом подкубе.

Пример 4. xi1 = x1, xi2 = x3, αi1 = 1, αi2 = 2, xr = x2
B = {(1111), (1112)}, B′ = {(1111), (1121), (1211), (1221)},
B′′ = {(1112), (1122), (1212), (1222)}

x1 x2 x3 x4 f g1 g2 g3 g4 g′1 g′2 g′3 g′4 Φ
1 1 1 1 0 1 1 3 3 1 1 2 1 1
1 1 1 2 0 1 3 3 3 1 3 2 1 3
1 1 2 1 1 2 1 3 0 0 1 2 0 0
1 1 2 2 1 2 3 3 0 0 3 2 0 0
1 2 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
1 2 1 2 0 1 3 0 0 1 3 0 0 0
1 2 2 1 2 2 1 0 0 0 1 0 0 0
1 2 2 2 2 2 3 0 0 0 3 0 0 0
2 1 1 1 0 0 0 2 2 0 0 2 1 0
2 1 1 2 0 0 0 2 2 0 0 2 1 0
2 1 2 1 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0
2 1 2 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0
2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Теорема 1. Мультиоперация является унарнопорожденной тогда и
только тогда, когда она унарная на некотором подкубе.

Доказательство.
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Необходимость. Любая константная или унарная мультиоперация
является унарной на подкубе по определению. Согласно лемме, любая
их суперпозиция так же является унарной на подкубе. При построении
замыкания множества константных и унарных мультиопераций каждая
последующая мультиоперация из замыкания строится на основе уже
построенных унарнопорожденных, для которых утверждение теоремы
выполняется. Их суперпозиция по лемме будет унарной на подкубе.
Достаточность. Пусть h(x1, . . . , xn) – унарная на подкубе мультио-

перация, причем xi1 , . . . , xik – множество ее аргументов и αi1 , . . . , αik –
значения этих аргументов, при которых соответственная остаточная h
является унарной не содержащей 0, или константной. Построим любую
унарную (или константную) мультиоперацию f(x1, . . . , xn), которая на
соответствующем подкубе совпадает с h. Помимо этого рассмотрим две
унарные мультиоперации f1 = (10) и f2 = (02), которые сохраняют одно
из значений и обнуляют другое. Мультиоперация h будет значением
формулы

f(x1, . . . , xi1−1, fαi1
(xi1), xi1+1, . . . , xik−1, fαik

(xik), xik+1, . . . , xn)),

в которой на xij -м аргументе подставлена мультиоперация fαij
(xij ).

Отсюда получим, что мультиоперация h является унарнопорожденной.

Теорема 2. Число унарнопорожденных мультиопераций от n аргу-
ментов равно (2n+ 3) · 3n + 1.
Доказательство. Согласно теореме 1, унарнопорожденные мультиопе-
рации являются унарными на подкубе. Подсчитаем число унарных на
подкубе мультиопераций от n аргументов.

Выбирая i аргументов из n
(

n
i

)
способами и устанавливая им одно

из двух значений 2i способами, получим
(

n
i

)
· 2i вариантов выбора

подкуба размерности n− i.
Если на наборах этого подкуба установить постоянное значение од-

ним из трех способов (1, 2 или 3), а на всех остальных наборах уста-

новить значение 0, то, суммируя по i от 0 до n, получим 3
n∑

i=0

(
n
i

)
·

2i – количество константных на подкубе ненулевых мультипераций.
Добавим к этому множеству еще одну неучтенную константную муль-
тиоперацию, везде тождественно равную 0. Используя формулу бинома
Ньютона всего получим 1 + 3 · 3n константных на подкубе мультиопе-
раций.
Если на наборах подкуба размерности n − i положить значением

мультиоперации существенно унарную ненулевую (шесть вариантов вы-
бора среди (12), (13), (21), (23), (31), (32)), а на остальных наборах
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установить значение 0, то получим 6
n−1∑
i=0

(
n
i

)
· 2i · (n − i) существен-

но унарных на подкубе мультиопераций. Преобразуя эту формулу с
использованием техники производящих функций получим:

6
n−1∑
i=0

(
n
i

)
· 2i · (n− i) = 6

(
n−1∑
i=0

(
n
i

)
2i · n−

n−1∑
i=0

(
n
i

)
2i · i

)
=

= 6

(
(3n − 2n) · n−

n∑
i=0

(
n
i

)
2i · i+ 2n · n

)
=

= 6n
(
3n − 2n − 2 · 3n−1 + 2n

)
= 2n · 3n.

Суммируя число константных на подкубе и существенно унарных на
подкубе мультиопераций, в итоге получим (2n + 3) · 3n + 1 унарнопо-
рожденных мультиопераций от n аргументов.
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