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Введение

В теории дискретных функций наряду с всюду определенными функ-
циями рассматриваются и функции, определенные не на всех набо-
рах, при этом особое внимание уделяется функциям на конечных мно-
жествах. Для таких функций имеются различные уточнения понятия
неопределенности и соответствующие определения суперпозиции. При
этом важным и интересным является построение и анализ порождаю-
щих множеств и проблема эффективных критериев полноты.
В предлагаемой работе неопределенность понимается как некото-

рое подмножество основного множества значений функции. Для таких
функций операция суперпозиции определяется двумя различными спо-
собами: в основе первого лежит объединение подмножеств, в основе
второго — пересечение. При этом суперпозиция, определенная первым
способом, рассматривается уже достаточно долго (см., например, [4]), а
вторая была введена в работе автора [1]. Множества функций, замкну-
тые относительно суперпозиций, называются мультиклонами и частич-
ными ультраклонами, соответственно. Результатом заметки является
описание двух максимальных частичных ультраклонов, которые также
являются и максимальными мультиклонами. Этот результат обобщает
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соответствующие утверждения для мультифункций на 2-элементном
множестве [1, 2].

1. Основные понятия и определения

Пусть, как обычно, |A| — мощность множества A, 2A — множество
всех подмножеств A и Ek = {0, 1, ..., k − 1}. Определим следующие
множества функций:

P ∗
k,n = {f | f : En

k → 2Ek}, P ∗
k =

⋃
n
P ∗
k,n,

P ∗
k,n = {f | f ∈ P ∗

k,n и |f(α̃)| ≤ 1 для всех α̃ ∈ En
k }, P ∗

k =
⋃
n
P ∗
k,n

Pk,n = {f | f ∈ P ∗
k,n и |f(α̃)| = 1 для всех α̃ ∈ En

k }, Pk =
⋃
n
Pk,n

Функции из Pk называют функциями k-значной логики, из P ∗
k —

частичными функциями, из P ∗ — мультифункциями.

Замечание 1. В дальнейшем договоримся не различать одноэлемент-
ные множества и элементы этого множества и, кроме того, для пусто-
го множества будем использовать обозначение ∗, а для множества Ek

будем использовать обозначение −.

Для того, чтобы суперпозиция

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

с внешней мультифункцией f(x1, ..., xn) и внутренними мультифункци-
ями f1(x1, ..., xm), ..., fn(x1, ..., xm) определяла некоторую мультифунк-
цию g(x1, ..., xm), необходимо определить значение мультифункции на
наборах из подмножеств множества Ek.
Будем рассматривать два варианта (совпадающие в случае функций

k-значной логики). Если (α1, . . . , αm) ∈ En
k , то, соответственно,

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn); (1)

g(α1, . . . , αm) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⋂
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), если это

пересечение не равно ∅;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), иначе.
(2)

Замечание 2. Определения (1) и (2), приведенные выше, фактически
задают два разных вложения множества P ∗

k в множество P2Ek .
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Пример 1. Рассмотрим мультифункцию f(x, y), определенную на мно-
жестве E2 и заданную таблицей:

x 0 0 1 1
y 0 1 0 1
f ∗ 1 0 −

Этой мультифункции соответствует две (в соответствии с определе-
ниями суперпозиции) функции 4-значной логики — f1 и f2:

x 0 0 1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − 0 1 − − −
y 0 1 0 1 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ − − 0 1 −
f1 ∗ 1 0 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1 − 0 − −
f2 ∗ 1 0 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1 0 0 1 −

Замечание 3. Суперпозиция мультифункций на Ek не совпадает с
суперпозицией соответствующих им функций на множестве 2Ek .

Пример 2. Рассмотрим 3 функции на множестве из 4 элементов,
соответствующие мультифункциям на множестве E2.

x 0 0 1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 − 0 1 − − −
y 0 1 0 1 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗ − − 0 1 −
f 1 1 1 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1 − 1 − −
f1 1 − − 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − − − − −
f2 1 0 0 − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − − − − −

Пусть g(x, y) = f(f1(x, y), f2(x, y)). Тогда значение g(x, y), рассмат-
риваемой как функция на множестве из 4-х элементов, на наборе (−, 1)
равно f(f1(−, 1), f2(−, 1)) = f(−,−) = −. Но, в соответствии с опреде-
лением (1) суперпозиции получаем

g(−, 1) = g(0, 1) ∪ g(1, 1) = f(f1(0, 1), f2(0, 1)) ∪ f(f1(1, 1), f2(1, 1)) =

f(−, 0) ∪ f(0,−) = f(0, 0) ∪ f(1, 0) ∪ f(0, 1) = 1.

и, соответственно, для суперпозиции (2)

g(−, 1) = g(0, 1) ∩ g(1, 1) = f(f1(0, 1), f2(0, 1)) ∩ f(f1(1, 1), f2(1, 1)) =

f(−, 0) ∩ f(0,−) = f(0, 0) ∩ f(1, 0) ∩ f(0, 1) = 1.

Замечание 4. Значение на наборах элементов множества Ek cупер-
позиции мультифункций совпадает со значением на наборах из одно-
элементных подмножеств множества Ek соответствующих функций на
множестве 2Ek .

Функции f : (α1, . . . , αn)→ {αi} называются селекторными.
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Определение 1. Клон — множество функций k-значной логики, за-
мкнутое относительно суперпозиции и содержащее все селекторные
функции.

Определение 2. Мультиклон — множество мультифункций, за-
мкнутое относительно суперпозиции (1) и содержащее все селектор-
ные функции.

Определение 3. Частичный ультраклон — множество мульти-
функций, замкнутое относительно суперпозиции (2) и содержащее
все селекторные функции.

Несложно заметить, что Pk — клон, P ∗
k — мультиклон и частичный

ультраклон.
В дальнейшем клоны, мультиклоны и частичные ультраклоны, в

случаях не вызывающих недоразумений, будем называть клонами.
Пусть K — клон и K1 — его подклон, K1 называется максимальным

подклоном в K тогда и только тогда, когда [K1 ∪ {f}] = K для любой
f ∈ K \K1. Если K совпадает с Pk или P ∗

k , то соответствующий клон
будем называть просто максимальным.
Справедливы следующие утверждения о максимальных клонах.

Теорема 1. [Критерий Слупецкого] Если множество M — множе-
ство функций k-значной логики (k > 2) содержит все одноместные
функции и существенную функцию, принимающую все k значений, то
единственным клоном, содержащим M является клон Pk [5].

Пусть ∗ — множество всех мультифункций, принимающих только
одно значение — ∗.

Теорема 2. [6] Единственными мультиклонами, содержащими Pk,
являются только Pk ∪ ∗ и P ∗

k .

Это утверждение остается справедливым, если множества Pk, Pk ∪ ∗
и P ∗

k рассматривать как частичные ультраклоны. Идеи доказательства
можно посмотреть в [3]
Пусть m-местный предикат Rm на множестве 2Ek имеет вид

Rm = { (α11, ..., α1m), (α21, ..., α2m), ..., (αp1, ..., αpm) }.

Будем говорить, что функция f(x1, ..., xn) сохраняет Rm, если для лю-
бых n наборов (β11, ..., β1m)...(βn1, ..., βnm) из предиката набор

(f(β11, ..., βn1), ..., f(β1m, ..., βnm))

принадлежит предикату.
Обозначим через Pol(Rm) множество мультифункций, сохраняющих

предикат Rm.
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Можно заметить, что множество функций k-значной логики, сохра-
няющих некоторый предикат, замкнуто относительно суперпозиции, а
множество мультифункций, сохраняющих некоторый предикат, не обя-
зательно замкнуто относительно суперпозиции (задаваемой формулой
(1) или (2)).

Пример 3. Рассмотрим мультифункции g(x, y) = (0110) и g(x) = (01),
заданные на множестве {0, 1}. Несложно проверить, что они сохраняют
предикат R2 = {(0−)}. Но функция h(x) = g(f(x), f(x)) этот предикат
уже не сохраняет.

Но для мультифункций справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть задан m-местный предикат Rm на множестве 2Ek .
Пусть наборы (α11, ..., αm1),...,(α1n, ..., αmn) принадлежат предикату
и содержат только одноэлементные подмножества. Пусть мульти-
функция g(x1, ...xn) является суперпозицией f(f1, ..., fs) мультифунк-
ций f , f1,...,fs, сохраняющих предикат Rm. Тогда набор

(g(α11, ..., αm1), ..., g(α1n, ..., αmn))

принадлежит предикату.

2. Основной результат

Определим m-местный предикат Rm на множестве 2Ek следующим
образом:

Rm = {(a1, ..., am) | ∀i(ai 	= ∗)→ ∀i∀j(i 	= j → ai 	= aj&|ai| = 1)}

Справедлива

Теорема 3. 1) Pol(Rm) — частичный ультраклон;
2) Pol(R1) = P ∗

k ;
3) При 1 < n < k + 1 выполняется PolRn ⊂ PolRn+1, а при n > k

выполняется PolRn = P ∗
k ;

4) PolRk — максимальный частичный ультраклон.

Доказательство. 1) Если некоторый набор содержит ∗, то функция
возвращает набор, содержащий ∗. Все остальные наборы являются на-
борами одноэлементных множеств и справедливость утверждения сле-
дует из леммы.
2) Pol(R1) — множество функций, которые на любом наборе одноэле-

ментных множеств возвращают ∗ или одноэлементное подмножество. А
по определению это множество P ∗

k .
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3) Заметим, что в соответствии с определением предиката, любой
набор длины большей k обязательно должен содержать ∗. А тогда лю-
бая функция будет возвращать набор, содержащий ∗. Оставшаяся часть
утверждения доказывается несложным образом.
4) Для доказательства этого утверждения, заметим что множество

Pol(Rk) содержит а) одноместные функции, принимающие все k зна-
чений, б) одноместные функции, возвращающие не менее одной ∗, в)
функции вида

f(x, y, z) =

{
ψ(x, y), если z = 0;

∗, иначе,
(3)

где ψ(x, y) — произвольная двухместная функция.
Пусть функция g(x1, ..., xn) принадлежит множеству P ∗

k \ Pol(Rk).
Тогда выполняется⎛⎜⎝ f(α11 . . . α1,n)

...
f(αk1 . . . αk,n)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ β1
...
βk

⎞⎟⎠ /∈ Rk,

но при этом все наборы (α1i, ..., αki), 1 ≤ i ≤ n принадлежат Rk. Рас-
сматривая наборы (α1i, ..., αki) как одноместные функции, получим од-
номестную функцию ψ(x) = (β1, ..., βk) и при этом среди βj (1 ≤ j ≤ k)
во-первых, нет ∗ , во-вторых, встречаются два одноэлементных подмно-
жества, или неодноэлементное подмножество.
Рассмотрим случай, когда среди βj (1 ≤ j ≤ k) встречаются два

одинаковых одноэлементных подмножества, пусть это {δ}. Пусть {γ}
— одноэлементное подмножество, которое не встречается среди βj (1 ≤
j ≤ k). В множестве Pol(Rk) выберем одноместную мультифункцию
φ(x) такую, что φ(γ) = ∗, φ(σ) = δ, σ 	= γ. Суперпозиция φ(ψ(x))
определяет одноместную функцию-константу δ.
По (3) можно получить любую одноместную функцию и существен-

ную функцию, принимающую k различных значений, а следовательно
по теореме 1 и любую функцию из Pk. А дальше можно воспользоваться
замечанием б) и теоремой 3.
Случай, когда среди среди βj (1 ≤ j ≤ k) встречается неодноэле-

ментное подмножество рассматривается аналогично.

Повторив рассуждения, получим

Теорема 4. 1) Для любого m множество Pol(Rm) является муль-
тиклоном;

2) PolRk — максимальный мультиклон в P ∗
k .
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Теорема 5. Пусть предикат R2 определяется следующим образом:

∀i(xi 	= ∅)→ x1 = 0&x2 = k − 1.

Тогда PolR2 является максимальным частичным ультраклоном и мак-
симальным мультиклоном.

Доказательство. Пусть функция f(x1, ..., xn) ∈ P ∗
k \PolR2. Отождеств-

лением переменных из f можно получить одноместную функцию g(x)
такую, что g(0) = A 	= 0 или g(k − 1) = A 	= k − 1. Рассмотрим пер-
вый случай, второй случай рассматривается аналогично. Очевидно, что
функция h(x, y) такая, что h(k− 1, k− 1) = k− 1, а при остальных зна-
чениях переменных она равна 0, принадлежит множеству Pol(R2). Су-
перпозиция h(g(x), x) порождает константу 0. А теперь воспользуемся
тем, что функция

u(x, y, z) =

{
v(x, y), если z = 0;

∗, иначе

принадлежит множеству Pol(R2).
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Abstract. Multifunctions on the finite set are regarded. A number of maximum
clones of such functions relative to the superposition which is defined of two methods are
described.
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