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Введение

Решетка называется жесткой, если любой её эндоморфизм явля-
ется постоянным эндоморфизмом (т. е. преобразует все элементы в
какой-либо один элемент) или тождественным эндоморфизмом. Кри-
тической назовем жесткую решетку, у которой нет собственных жест-
ких подрешеток, исключая тривиальных — одно- и двухэлементных
подрешеток.
Одним из основных вопросов при изучении класса алгебраических

систем является вопрос об его элементарной характеризации, а именно,
аксиоматизируем ли этот класс на языке первого порядка. В статье
дается отрицательный ответ на данный вопрос для класса критических
решеток. Отметим, что класс жестких решеток, подклассом которого
является класс критических решеток, неаксиоматизируем [1]. Учитывая
экспоненциальный рост числа жестких решеток [2], можно говорить
о сложности описания как класса жестких, так и класса критических
решеток.
Известно [3], что алгебраическая система элементарно эквивалент-

на своей ультрастепени по любому ультрафильтру. Поэтому для до-
казательства арифметической незамкнутости класса K критических
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решеток достаточно показать, что для бесконечной решетки L из K
существует некритическая решетка L∗, являющаяся ее ультрастепенью
по некоторому ультрафильтру.
В первом разделе работы приведены описание решетки L и доказа-

тельство ее критичности. Во втором разделе даются понятия фильтра
(главного и неглавного), ультрафильтра, ультрапроизведения и уль-
трастепени алгебраической системы по ультрафильтру. В третьем раз-
деле приведено доказательство того, что существует ультрастепень ре-
шетки L, не являющаяся жесткой, и, следовательно, некритической
решеткой. Отсюда следует

Теорема. Класс всех критических решеток неаксиоматизируем.

1. Конструкция счетной критической решетки

Для решеток будем придерживаться системы понятий и обозначе-
ний, принятых в книге [4]. В частности, нам потребуются отношение
∼, транзитивное замыкание ≈ отношения ∼ (см. с. 174 из [4]). Ин-
тервалы, связанные отношением ≈, называются проективными. Кроме
того, будем использовать определения простой решетки и склеивающе-
го эндоморфизма. Простой называется решетка, обладающая только
тривиальными конгруэнциями [5]. Произвольная решетка R является
простой тогда и только тогда, когда R обладает только тривиальными
гомоморфизмами (т. е. образы R при гомоморфизме либо изоморфны
R, либо одноэлементны). Склеивающим эндоморфизмом решетки R [2]
будем называть любой ее эндоморфизм ϕ такой, что ϕx = ϕy для
некоторых различных элементов x, y ∈ R.
На множестве L = {ai, bi, ci |i ∈ Z } ∪ {d} определим частичный по-

рядок ≤, который имеет следующее отношение покрытия:

ai≺ai+1, bi≺bi+1, ai≺ci, ci≺bi+1 (i ∈ Z), ai ≺ bi (i ∈ Z\0), a0 ≺ d, d ≺ b0.

Диаграмму частично упорядоченного множества L см. на рис. 1.
Легко проверить, что множество L относительно определенного та-

ким образом частичного порядка является решеткой.
Далее нам потребуется следующая лемма, справедливость которой

следует из теоремы 10.2 монографии [5],

Лемма 1. Если любые два интервала решетки проективны, то ре-
шетка является простой.

Рассмотрим теперь решетку L, изображенную на рис. 1.

Лемма 2. Решетка L не имеет склеивающих эндоморфизмов, отлич-
ных от постоянных.
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Рис. 1. Решетка L

Доказательство. Покажем, что все простые интервалы решетки L про-
ективны. При этом интервал [a, b] называется простым, если a ≺ b. По-
скольку бриллиант является простой решеткой, достаточно проверить,
что [a0, d] ≈ [d, b0]. Указанное отношение следует из цепочки

[a0, d] ∼ [a1, b1] ∼ [a−1, b−1] ∼ [d, b0] .

На основании леммы 1 решетка L является простой, и поэтому любой еë
склеивающий эндоморфизм является постоянным. Лемма доказана.

Лемма 3. Решетка L не имеет автоморфизмов, отличных от тож-
дественного.

Доказательство. Пусть ϕ - нетождественный автоморфизм решетки L
и ϕa0 	= a0. Поскольку a0 покрываем тремя элементами d, c0, a1, элемент
a0 отображается в элемент, имеющий три покрытия. Следовательно,
ϕa0 = ai (i ∈ Z). Предположим сначала, что ϕa0 = ai, где i 	= 0. По свой-
ству покрываемости ϕ {d, c0, a1} ⊆ {bi, ci, ai+1}. Очевидно, из d∨a1 = b1
следует ϕb1 = bi+1. Тогда четырехэлементная цепь {a0, d, b0, b1} отоб-
ражается в трех элементную цепь, что противоречит инъективности ϕ.
Следовательно, наше предположение неверно и ϕa0 = a0. Отсюда вы-
текает, что ϕ {d, c0, a1} ⊆ {d, c0, a1}. Элементы d, c0 покрываемы одним
элементом, a1 - тремя. Поэтому ϕa1 = a1. Отсюда следует, что цепь
{a0, d, b0, b1} отображается в себя. Поэтому на элементах этой цепи ϕ
действует тождественно. Следовательно, ϕc0 = c0 и ϕd = d. Таким
образом, автоморфизм ϕ действует, как тождественный на элементах
интервала [a0, b1].
Двойной индукцией по множествам N и Z\N нетрудно показать, что

ϕ действует тождественно на каждом бриллианте {aj , bj , cj , aj+1, bj+1}
(j ∈ Z) решетки L. Следовательно, решетка L обладает только тожде-
ственным автоморфизмом. Лемма доказана.
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Из лемм 2 и 3 вытекает, что решетка L является жесткой.
Для доказательства того, что жесткая решетка L является критиче-

ской, нам потребуется следующая

Лемма 4 ( [1, лемма 2]). Если решетку L можно разбить в объ-
единение двух подрешеток L1 и L2 так, что хотя бы одна из них
неодноэлементна, и для любых x ∈ L1, y ∈ L2, либо x меньше y, либо x
и y несравнимы, то L обладает нетривиальным эндоморфизмом, т. е.
не является жесткой.

Также нам потребуется решетка L̂ (см. рис. 2), описание которой
дано в работе [2]. На рис. 2 через P и Q обозначены частично упо-
рядоченные множества {x ∈ L̂ | x < b0 и x /∈ {a0, d1, ..., dm}} и
{y ∈ L̂ | y > an и y /∈ {f1, ..., fk, bn}}, соответственно.
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Рис. 2. Решетка L̂

Лемма 5 ( [2, лемма 6]). Для решетки L̂ справедливы следующие
утверждения:
(i) при n ≥ 3 является нежесткой любая более чем двухэлементная

подрешетка решетки L̂, не содержащая собственное подмножество
элементов ”(n − 2)-бриллиантной” решетки Bn−2 = {ai, bi, cj | 1 ≤
i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n− 2};
(ii) при n ≥ 2 являются нежесткими: подрешетка L̂′ = L̂\P ; под-

решетка L̂′′ = L̂\Q; любая собственная подрешетка решетки L̂′ или
L̂′′, содержащая хотя бы один бриллиант из множества бриллиантов
Ci = {ai, bi, ci, ai+1, bi+1} при (1 ≤ i ≤ n − 1) или (0 ≤ i ≤ n − 2),
соответственно.

Замечание 1. Как следует из доказательства леммы 5, приведенного
в работе [2], она справедлива также в случае, когда хотя бы одно из
частично упорядоченных множеств P и Q бесконечно.



70 О. Е. ПЕРМИНОВА

В доказательстве следующей леммы через Bn,q будем обозначать «n-
бриллиантную» решетку, определенную на множестве

Bn,q = {ai, bi, cj |q ≤ i ≤ q + n, q ≤ j ≤ q + n− 1, i, j, q ∈ Z, n ∈ N}

следующим отношением покрытия ai ≺ ai+1, bi ≺ bi+1, ai ≺ bi, ai ≺ ci ≺
bi+1 (q ≤ i ≤ q + n− 1), aq+n ≺ bq+n.

Лемма 6. Решетка L не содержит жестких подрешеток, кроме од-
но- и двухэлеметных подрешеток.

Доказательство. Доказательство основано на лемме 5 и замечании 1 к
ней.
Обозначим через S произвольную подрешетку решетки L.
Разобьем доказательство на рассмотрение двух случаев d ∈ S и d /∈

S.
(1) d /∈ S.
Пусть все элементы множества {ak, bk, ck|k ∈ Z} принадлежат S. В

этом случае подрешетка S является нежесткой, так как S имеет инъек-
тивный эндоморфизм ϕ такой, что

ϕ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ak+1, x = ak,

bk+1, x = bk,

ck+1, x = ck, где k ∈ Z.

Пусть теперь хотя бы один элемент из множества элементов
{ak, bk, ck| k ∈ Z} не принадлежит подрешетке S и |S| ≥ 3. Тогда
найдется ”n-бриллиантная” решетка Bn,q такая, что подрешетка S не со-
держит собственное подмножество элементов решетки Bn,q. Поэтому на
основании утверждения (i) леммы 5 подрешетка S является нежесткой.
(2) d ∈ S. Рассмотрим возникающие здесь подслучаи.
Пусть подрешетка S (|S| ≥ 3) не содержит собственное подмно-

жество множества элементов M1 = {ak, bk, ck|k ≥ 1} или собственное
подмножество множества элементовM−1 = {al, bl, cl|l ≤ −1}. Тогда най-
дется ”n-бриллиантная” решетка Bn,q (q ≥ 1) или Bn,r (r ≤ −1) со-
ответственно такая, что подрешетка S не содержит собственное под-
множество элементов решетки Bn,q или Bn,r, соответственно. Следова-
тельно, на основании утверждения (i) леммы 5 подрешетка S является
нежесткой.
Рассмотрим оставшиеся случаи.
1. Подрешетка S не содержит ни одного элемента из множества M1

и содержит все элементы множества M−1.
2. Подрешетка S не содержит ни одного элемента из множестваM−1

и содержит все элементы множества M1.
3. Подрешетка S содержит все элементы множеств M1 и M−1.
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4. Подрешетка S не содержит ни одного элемента из множеств M1 и
M−1.
Рассмотрим случай 1. Из d∨c0 = b1 /∈ S следует, что c0 /∈ S. Посколь-

ку подрешетка S содержит все бриллианты из множества бриллиантов
Ci = {ai−1, bi−1, ci−1, ai, bi} при i ≤ −1, на основании утверждения (ii)
леммы 5 подрешетка S является нежесткой.
Заметим, что решетка L является самодвойственной. Рассуждения-

ми, двойственными проведенным в случае 1, нетрудно показать, что и
в случае 2 подрешетка S является нежесткой.
Рассмотрим теперь случай 3. Из d ∨ b−1 = b0 и d ∧ a1 = a0 сле-

дует, что b0, a0 ∈ S. Если c−1 /∈ S, то S имеет две подрешетки S1 =
{x|x ≤ b−1} и S2 ⊆ {y|y ≥ a0}, удовлетворяющие условиям леммы 4.
Следовательно, S обладает нетривиальным эндоморфизмом ϕ таким,
что ϕS1 = {x} ⊆ S1 и ϕS2 = {y} ⊆ S2 для некоторых x и y. Случай
c0 /∈ S рассматривается аналогично. Если c−1, c0 ∈ S, то S = L.
Рассмотрим случай 4. Из d∧ c−1 = a−1 /∈ S и d∨ c0 = b1 /∈ S следует,

что c−1, c0 /∈ S. Тогда подрешетка S является либо одноэлементной,
либо двухэлементной решеткой, либо трехэлементной цепью {a0, d, b0}.
Трехэлементная цепь, очевидно, не является жесткой решеткой. Лемма
доказана.

Из жесткости решетки L и из леммы 6 следует

Лемма 7. Решетка L является критической.

2. Доказательство арифметической незамкнутости
класса критических решеток

Напомним необходимые для дальнейшего понятия, описание кото-
рых см. в [3].

Фильтром над непустым множеством J называется любая непустая
совокупность D подмножеств множества J , удовлетворяющая следую-
щим требованиям.
1. Пересечение любых двух подмножеств из D принадлежит D.
2. Все надмножества любого подмножества, принадлежащегоD, при-

надлежат D.
3. Пустое подмножество ∅ не принадлежит D.
Из условий 1, 2 непосредственно вытекает, что пересечение любо-

го конечного числа множеств, принадлежащий фильтру, принадлежит
этому же фильтру и что базисное множество J принадлежит каждому
фильтру над J . Совокупность всех надмножеств какого-либо фикси-
рованного непустого множества M ⊆ J , очевидно удовлетворяет тре-
бованиям 1, 2, 3 и поэтому является фильтром. Фильтры этого вида
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называются главными. Остальные фильтры называются неглавными.
Ясно, что фильтр D тогда и только тогда является главным, когда D
содержит пересечение всех своих множеств. Семейство всех фильтров
над J частично упорядочено относительно включения. Максимальные
фильтры, т. е. фильтры, не содержащиеся ни в каком другом филь-
тре, называются ультрафильтрами. С помощью леммы Цорна легко
доказывается, что над каждым бесконечным множеством существуют
неглавные ультрафильтры. Легко понять, что любое множество, входя-
щее в неглавный ультрафильтр, бесконечно. Фильтр D над множеством
J тогда и только тогда является ультрафильтром, когда для любого
M ⊆ J либо M ∈ D, либо J \M ∈ D ([3]).
Пусть каждому элементу α множества J поставлена в соответствие

некоторая алгебраическая система aα = 〈Aα, σ〉 фиксированной сиг-
натуры σ. Элементами декартова произведения Φ = ΠAα (α ∈ J)
носителей Aα указанных систем являются функции f , определенные
на J , которые удовлетворяют условию f(α) ∈ Aα. Наряду с f(α) будем
писать fα.
Пусть D — какой-нибудь фильтр над J . Вводим на Φ бинарное от-

ношение ≡D, полагая по определению

f ≡D g ⇔ {α ∈ J |fα = gα} ∈ D. (2.1)

В [3] доказано, что ≡D есть отношение эквивалентности на Φ, и мы
можем образовать фактор-множество A = Φ/≡D , которое называется
фильтрованным по D произведением множеств Aα. Символом fD
обозначается класс элементов из Φ, эквивалентных f по ≡D.
На множестве A можно определить алгебраическую систему сигна-

туры σ. Пусть R — какой-то m-арный предикатный символ из σ. По
определению полагаем

R(f1D, . . . , fmD) = И⇔ {α|R(fα
1 , . . . , f

α
m) = И} ∈ D. (2.2)

В [3] доказано, что истинностное значение предиката R(f1D, . . . , fmD)
не зависит от выбора представителей f1, . . . , fm в классах f1D, . . . , fmD.
Если F есть n-арный функциональный символ из σ, то в соответ-

ствии с условием 2.1 полагаем

F (f1D, . . . , fnD) = fD ⇔ {α|F (fα
1 , . . . , f

α
n ) = fα} ∈ D. (2.3)

Как и в случае предикатного символа R, можно проверить, что со-
отношение 2.3 задает на A всюду определенную функцию F .
Определения 2.2 и 2.3 превращают фильтрованное произведение A =∏
Aα/D в алгебраическую систему 〈A, σ〉, называемую фильтрован-

ным по фильтру D произведением систем aα(α ∈ D) и обозначаемую∏
aα/D.
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Произведения систем, фильтрованные по ультрафильтру, называют-
ся ультрапроизведениями. Если все сомножители aα в ультрапроизве-
дении совпадают с фиксированной системой Σ, то ультрапроизведение
называется ультрастепенью системы Σ по ультрафильтру D.
Возьмем произвольную ультрастепень L∗ решетки L по неглавному

ультрафильтру над Z. Покажем, что ее можно разбить в объединение
двух, удовлетворяющих требованиям леммы 4, подрешеток. Отсюда L∗

— нежесткая, и, следовательно, некритическая решетка.
Далее нам потребуется следующее

Замечание 2. Пусть D - неглавный ультрафильтр над множеством
J . Тогда для любого натурального n > 1, любого M ∈ D и любого
разбиения M =

⋃n
i=1Mi существует единственное i, для которого Mi ∈

D.

Доказательство. Пусть n = 2. РазобьемM на два произвольных непу-
стых множества M1 и M2. Это возможно, ибо D - неглавный фильтр
и, стало быть, M - бесконечно. Допустив, что M1,M2 /∈ D, и восполь-
зовавшись тем, что D - ультрафильтр, получим J \ M1, J \ M2 ∈ D,
откуда J \M ∈ D, что противоречиво. Отметим, что M1,M2 не могут
принадлежатьD одновременно, иначеM1∩M2 = ∅ ∈ D, что противоре-
чиво. Отсюда, либо M1 ∈ D, либо M2 ∈ D. Сославшись на очевидную
индукцию, можно утверждать справедливость замечания для любого
натурального n.

Обозначим через Ω множество всех элементов решетки L.

Лемма 8. Любая ультрастепень L∗ решетки L по неглавному уль-
трафильтру над Z разбивается на три неодноэлементные подрешетки
L,L1 и L2 такие, что

L = {fD ∈ L∗|f = fs, s ∈ Ω}, где fs – функция из Z в Ω : fs(z) = s
для любого z ∈ Z,

L1 = {aD ∈ L∗\L| существует x ∈ Ω такое,что {z|az < x} ∈ D},
L2 = {vD ∈ L∗\L| существует y ∈ Ω такое,что {z|vz > y} ∈ D},
причем для любых элементов aD ∈ L1, fD ∈ L, vD ∈ L2 выполня-

ются следующие условия:
1) элемент aD меньше элемента fD или несравним с ним;
2) элемент aD меньше элемента vD или несравним с ним;
3) элемент fD меньше элемента vD или несравним с ним.

Доказательство. Покажем сначала, что решетка L∗ не имеет элемен-
тов, отличных от элементов множеств L, L1 и L2.
Возьмем произвольный элемент uD решетки L∗, где u - функция

из Z в Ω. Если uD ∈ L, то по определению L существует s такое, что
{z |uz = s} ∈ D. Пусть теперь uD /∈ L. Будем говорить, что множе-
ство всех значений uz функции u ограничено снизу, если существует
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элемент x ∈ Ω такой, что для любого z ∈ Z выполняется uz ≤ x.
Соответственно, множество всех значений uz функции u ограничено
сверху, если существует элемент y ∈ Ω такой, что для любого z ∈ Z
выполняется uz ≥ y. Из конструкции решетки L ясно, что множество
всех значений uz функции u можно представить в виде объединения
двух множеств таких, что все элементы первого множества ограничены
снизу, а все элементы второго множества ограничены сверху. Иными
словами, существуют x, y ∈ Ω такие, что для любого z ∈ Z выпол-
няется uz ≤ x или uz ≥ y. В самом деле, на роль x претендует bi,
на роль y претендует ai для некоторого i ∈ Z. В общем случае, од-
но из множеств может быть пусто. Также данные множества могут
иметь непустое пересечение. Нетрудно понять, что множество аргумен-
тов M = Z функции u, принадлежащее D, можно представить в виде

M =
3⋃

i=1
Mi, где M1 = {z ∈M |y ≤ uz ≤ x}, M2 = {z ∈M\M1 |uz < x},

M3 = {z ∈M\M1 |uz > y}. Тогда M1, M2, M3 - разбиение множества
M . Отметим, что пустое множество не принадлежит D по определению
фильтра. Тогда, согласно замечанию 2, возможен один из следующих
случаев:
1) M1 	= ∅, M1 ∈ D, M2,M3 /∈ D,
2) M2 	= ∅, M2 ∈ D, M1,M3 /∈ D,
3) M3 	= ∅, M3 ∈ D, M1,M2 /∈ D.
Пусть имеет место первое. Приведем это предположение к противо-

речию. Из конструкции решетки L видно, что множество u (M1) конеч-
но. Следовательно, существует n ∈ N такое, что u (M1) = {j1, ..., jn}.
Обозначим Mjq = {z ∈M1 |uz = jq}, 1 ≤ q ≤ n. Тогда Mj1 , ...,Mjn-
разбиение множестваM1. Согласно замечанию 2 можно предположить,
что Mj1 ∈ D. Но тогда {z |uz = j1 } = T ⊇ Mj1 ∈ D и поскольку D
- фильтр, T ∈ D. Отсюда uD ∈ L по определению множества L, что
противоречиво.
Таким образом, реализуется либо второй, либо третий случай.
Во втором случае множество {z|uz < x} = T ⊇ M2 ∈ D и по-

скольку D - фильтр, T ∈ D. Отсюда элемент uD принадлежит L1 по
определению данного множества.
Третий случай рассматривается аналогично второму случаю.
Итак, L, L1, L2 — разбиение решетки L∗.
Покажем теперь, что для любых элементов aD ∈ L1, fD ∈ L, vD ∈

L2 выполняются следующие условия:
1) элемент aD меньше элемента fD или несравним с ним,
2) элемент aD меньше элемента vD или несравним с ним,
3) элемент fD меньше элемента vD или несравним с ним.
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Покажем сначала, что выполняется первое условие. Предположим
противное. Пусть существуют aD ∈ L1 и fsD ∈ L такие, что aD ≥ fsD,
или, иначе, {z |az ≥ fz

s } ∈ D. По определению L1 и L соответственно

aD ∈ L1 ⇔ aD ∈ L∗\L и существует x ∈ Ω такое, что {z|az < x} ∈ D,
fsD ∈ L⇔ существует s ∈ Ω такое, что {z|fz

s = s} ∈ D.

Тогда

{z|s ≤ az < x} = M ⊇ ({z|az ≥ fz
s } ∩ {z|az < x} ∩ {z|fz

s = s}) ∈ D

и поскольку D - фильтр, M ∈ D. Как было показано ранее, поскольку
множество a (M) конечно, элемент aD принадлежит L, что противоре-
чиво.
Третье условие доказывается аналогично первому условию.
Покажем теперь, что выполняется второе условие. Предположим

противное. Пусть существуют aD ∈ L1 и vD ∈ L2 такие, что aD ≥ vD,
или, иначе, {z |az ≥ vz } ∈ D. По определению L1 и L2 соответственно

aD ∈ L1 ⇔ aD ∈ L∗\L и существует x ∈ Ω такое, что {z|az < x} ∈ D,
vD ∈ L2 ⇔ vD ∈ L∗\L и существует y ∈ Ω такое, что {z|vz > y} ∈ D.

Тогда

{z |y < az < x} = M ⊇ ({z |az ≥ vz } ∩ {z |az < x} ∩ {z |vz > y}) ∈ D

и поскольку D — фильтр, M ∈ D. Как было показано ранее, поскольку
множество a (M) конечно, элемент aD принадлежит L, что противоре-
чиво.
Покажем теперь, что L, L1 и L2 - подрешетки решетки L∗.
Пусть x, y ∈ L, fxD, fyD ∈ L. Покажем, что fxD∧ fyD принадлежит

L. Пусть fxD ∧ fyD = fD, что равносильно
{
z| fz

x ∧ fz
y = fz

}
∈ D.

Пусть s = x ∧ y в решетке L. Тогда

{z|fz = s} = M ⊇ ({z|fz
x ∧ fz

y = fz} ∩ {z|fz
x = x} ∩ {z|fz

y = y}) ∈ D

и поскольку D — фильтр,M ∈ D. Отсюда по определению множества L
элемент fD принадлежит L. Аналогично доказывается, что fxD∨fyD ∈
L. Итак, L - подрешетка решетки L∗.
Пусть теперь aD, bD ∈ L1. Здесь сразу отмечаем, что aD ∧ bD ∈ L1,

поскольку ни один из элементов L и L2 не может располагаться ниже
aD.
Рассмотрим aD ∨ bD. Определим функцию f : Z → Ω следующим

образом: f (z) = a (z)∨ b (z). Из определения функции f следует {z|az ∨
bz = fz} = Z ∈ D, что равносильно aD ∨ bD = fD.
Покажем сначала, что fD ∈ L∗\L. Допустим противное, fD ∈ L. То-

гда по определению L существует x ∈ Ω такое, что K = {z|fz = x} ∈ D.
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Предположим, что вK мы отыскали бесконечное подмножествоK1 ∈ D
такое, что множества a(K1) = {az|z ∈ K1} и b(K1) = {bz|z ∈ K1}
конечны. Приведем это предположение к противоречию. Пусть имеет
место первое. Тогда существует n ∈ N такое, что a (K1) = {j1, ..., jn}.
Обозначим Mq = {z ∈ K1 |az = jq}, 1 ≤ q ≤ n. Тогда M1, ...,Mn —
разбиение множества K1. Согласно замечанию 2 можно предположить,
что M1 ∈ D. Но тогда {z |az = j1 } = T ⊇ M1 ∈ D и поскольку D -
фильтр, T ∈ D. Отсюда aD ∈ L по определению множества L, что
противоречиво. Аналогично рассуждая, приводим к противоречию и
второе предположение.
Итак, можно считать, что для любого бесконечного подмножества

K1 ∈ D из K множества a(K1) и b(K1) бесконечны. Рассматривая
теперь на K1 отношение эквивалентности a−1 ◦ a и выбирая в каж-
дом его классе в точности по одному элементу, получаем бесконечное
множество K2 ⊆ K1, на котором a действует взаимно-однозначно. Вос-
пользовавшись тем, что b(K2) по-прежнему бесконечно, и выбирая из
каждого класса эквивалентности b−1 ◦ b на K2 в точности по одному
элементу, получаем бесконечное множество K3 ⊆ K2, на котором и b
действует взаимно-однозначно. Вспомнив определение f и K, заклю-
чаем, что в решетке L существуют две последовательности элементов
без повторяющихся членов {xi}i∈Z и {yi}i∈Z, такие, что x = xi ∨ yi
для любого i ∈ Z. Без ограничения общности можно считать, что xi
несравним с yi для любого i ∈ Z. Коль скоро элементы ai, ci, d вообще
не разложимы в объединение несравнимых элементов, они не могут
играть роль элемента x. Значит, нужно рассмотреть лишь элементы bi.
Легко, однако, понять, что достаточно рассмотреть только элемент b0.
Выпишем все с точностью до симметрии пары несравнимых элементов,
дающих в объединении b0:

(a0, bj), (a0, cj), (d, bj), (d, cj), (c−1, bj), (c−1, cj−1), где j = −1,−2, . . .
Поскольку в каждую из выписанных пар входит один из элементов

a0, d, c−1, видим, что и элемент b0 не может играть роль x. Таким
образом, мы пришли к противоречию и, следовательно, aD∨bD = fD ∈
L∗\L.
Покажем теперь, что aD ∨ bD = fD ∈ L1. По определению

aD ∈ L1 ⇔ aD ∈ L∗\L и существует x ∈ Ω такое, что {z|az < x} ∈ D,
bD ∈ L1 ⇔ bD ∈ L∗\L и существует y ∈ Ω такое, что {z|bz < y} ∈ D.

Пусть w = x ∧ y в решетке L.
Тогда

{z |fz ≤ w} = M ⊇ ({z |az ∧ bz = fz } ∩ {z |az < x} ∩ {z |bz < y}) ∈ D

и поскольку D — фильтр, то M ∈ D. Множество M можно пред-
ставить в виде M = M1 ∪ M2, где M1 = {z ∈M | fz < w} и M2 =
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{z ∈M |fz = w}. Тогда M1, M2 — разбиение множества M . Согласно
замечанию одно из множеств M1, M2 принадлежит D. Легко понять,
что M2 ∈ D приводит к противоречию. Следовательно, M1 ∈ D. Но
тогда {z|fz < w} = T ⊇ M1 ∈ D и поскольку D — фильтр, T ∈ D.
Отсюда по определению множества L1 элемент fD принадлежит L1.
Итак, L1 — подрешетка решетки L∗.
Аналогично доказывается, что L2 — подрешетка решетки L∗. Лемма

доказана.

Рассмотрим решетку L∗. Обозначим через L′ объединение подре-
шеток L1 и L решетки L∗. Если множество L′ является подрешеткой
решетки L∗, то к решетке L∗ применима лемма 4. Легко понять, что в
качестве подрешеток L1 и L2 в лемме 4 надо взять подрешетки L′ и L2,
соответственно.
Таким образом, для завершения доказательства основного результа-

та нам осталось доказать следующую лемму.

Лемма 9. Частично упорядоченное множество L′ является подре-
шеткой решетки L∗.

Доказательство. Достаточно показать, что для любых элементов aD ∈
L1 и fD ∈ L элементы aD ∧ fD, aD ∨ fD принадлежат L′.
Отметим, что aD ∧ fD ≤ aD ∈ L1. Поскольку ни один из элементов

решеток L и L2 не может быть меньше элемента решетки L1, элемент
aD ∧ fD принадлежит решетке L1, и, следовательно, множеству L′.
Покажем теперь, что aD ∨ fD принадлежит L′. Возможны следую-

щие случаи: элемент aD меньше элемента fD и элемент aD несравним с
элементом fD. Очевидно, в первом случае aD∨ fD = fD ∈ L. Отсюда,
aD ∨ fD ∈ L′. Пусть теперь, элемент aD несравним с элементом fD.
По определению L1 и L соответственно

aD ∈ L1 ⇔ aD ∈ L∗\L и существует x ∈ Ω такое, что {z|az < x} ∈ D,
fD ∈ L⇔ существует s ∈ Ω такое, что {z|fz = s} ∈ D.

Пусть w = x∨ s в решетке L, aD∨ fD = hD в решетке L∗. Отметим,
что aD ∨ fD = hD равносильно {z|az ∨ fz = hz} ∈ D. Тогда {z|hz ≤
w} = M ⊇ ({z|az∨fz = hz}∩{z|az < x}∩{z|fz = s}) ∈ D и поскольку D
— фильтр, то M ∈ D. Если существует элемент r ∈ Ω такой, что r ≤ s
и множество {z|hz = r} ∈ D, то элемент hD принадлежит решетке L
по определению. Иначе, элемент hD принадлежит решетке L1.
Итак, L′ - подрешетка L∗. Лемма доказана.
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Abstract. Rigid lattices, i.e., lattices, any its endomorphism is a constant endomor-
phism (mapping all elements to a some single element) or the identity endomorphism,
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