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Аннотация. Для стационарной системы Власова–Максвелла–Фоккера–Планка по-
строено семейство распределений в виде экспоненты, зависящей от одной скалярной
функции, посредством которой определяются соответствующие электромагнитные
поля. Показано, что для одночастичной функции распределения разрешимость си-
стемы ВМФП сводится к одному полулинейному эллиптическому уравнению Ли-
увилля, для которого приведены точные решения.
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1. Введение

Динамика плазмы, состоящей из одного сорта частиц, описывается
стационарным уравнением Власова–Фоккера–Планка (ВФП)
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m
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)
, (1.1)

дополненного уравнениями Максвелла для самосогласованного поля

∇ ·E = 4πq
∫

R3
f(r,v)dv, (1.2)

∇×E = 0, (1.3)

∇×B =
4πq
c

∫
R3

vf(r,v)dv, (1.4)
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∇ ·B = 0, (1.5)

Здесь f 

= f(r,v) : R6 → R+



= (0,+∞) — функция распределения; r 


=

(x, y, z) ∈ R3, v


= (vx, vy, vz) ∈ R3 — состояние и скорость частиц; ∇ ≡(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
— оператор набла; E(r)



= (Ex(r), Ey(r), Ez(r)) , B(r)



=

(Bx(r), By(r), Bz(r)) — самосогласованное электрическое и магнитное
поле соответственно; λ ∈ R+ — коэффициент сноса; T ∈ R+ — коэффи-
циент диффузии; q, m > 0 — заряд и масса частиц соответственно; c —
скорость света.
Цель настоящей работы построить аналитические решения стацио-

нарной системы Власова–Максвелла–Фоккера–Планка (ВМФП) (1.1) -
(1.5). Первые результаты по существованию решений системы ВМФП
получены в [1, 2]. Отметим, что близкие задачи для системы Власова–
Максвелла рассматривались в цикле работ Рудых–Сидорова–Синицына
(см. главу 7 монографии [3] и имеющуюся там библиографию).
Мы будем отыскивать стационарные распределения для уравнения

ВФП 1.1 в виде

f(r,v) = exp{−α|v|2 + d · v + ϕ(r)} (1.6)

и соответствующие электромагнитные поля E(r), B(r) удовлетворяю-
щие уравнениям Максвелла (1.2) - (1.5). Здесь ϕ(r) : R3 → R — функ-
ция, которая будет определена позднее, d 


= (dx, dy, dz) ∈ R3 — посто-
янный вектор, |d| 	= 0, α ∈ R+.
Отметим, что в работе [4] были найдены другие стационарные рас-

пределения для уравнения ВФП (1.1).

2. Основные результаты

Лемма 1. Если функция распределения f(r,v) вида (1.6) является
решением уравнения ВФП (1.1), то имеют место соотношения

q

m
E · d =

λ

2α
|d|2, (2.1)

∇ϕ− 2αq
m

E +
q

mc
B× d + λd = 0, (2.2)

2αT − λ = 0. (2.3)

Доказательство. Пусть функция распределения f(r,v) определяемая
формулой (1.6) удовлетворяет уравнению ВФП (1.1). Подставляя ее в
уравнение (1.1), приходим к равенству

∇ϕ · v +
q

m
E · d− 2αq

m
E · v +

q

mc
(B× d) · v = 3λ+ λd · v − 2αλ|v|2+
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+
(
|d|2 − 4αd · v + 4α2|v|2 − 6α

)
T.

Приравнивая в этом соотношении коэффициенты при одинаковых сте-
пенях вектор-скорости v получим следующие формулы

1 :
q

m
E · d = 3λ+

(
|d|2 − 6α

)
T, (2.4)

v : ∇ϕ− 2αq
m

E +
q

mc
B× d = (λ− 4αT )d, (2.5)

|v|2 : 2α (2αT − λ) = 0.

Так как параметр α > 0, то из последнего равенства следует формула
(2.3), с учетом которой выражения (2.4), (2.5) сводятся к соотношениям
(2.1), (2.2). Что и требовалось доказать.

Таким образом, если функция распределения f(r,v) имеет вид (1.6),
то искомые электромагнитные поляE(r), B(r) помимо уравнений Макс-
велла (1.2)–(1.5) должны удовлетворять соотношениям (2.1), (2.2).

Лемма 2. Если электромагнитные поля E(r), B(r) определяются фор-
мулами

E(r) =
2αmc2

q (4α2c2 − |d|2)∇ϕ+
λm

2αq
d, (2.6)

B(r) = − mc

q (4α2c2 − |d|2)∇ϕ× d + b0d, b0 ∈ R, (2.7)

а скалярная функция ϕ(r) удовлетворяет условию ортогональности

∇ϕ · d = 0, (2.8)

то при 4αc2 − |d|2 	= 0, уравнения (2.1), (2.2) выполняются тожде-
ственно.

Доказательство. Подставляя выражения для электромагнитных по-
лей (2.6), (2.7) в уравнения (2.1), (2.2), соответственно, получим

2α c2

(4α2c2 − |d|2)∇ϕ · d +
λ

2α
|d|2 =

λ

2α
|d|2, (2.9)

(
1− 4α2c2

4αc2 − |d|2

)
∇ϕ− 1

4αc2 − |d|2 (∇ϕ× d)× d = 0.

Используя свойства двойного векторного произведения последнее соот-
ношение преобразуется к виду(

1− 4α2c2

4αc2 − |d|2

)
∇ϕ− 1

4αc2 − |d|2
(
(∇ϕ · d)d− |d|2∇ϕ

)
= 0. (2.10)

При условии (2.8) равенства (2.9), (2.10) обращаются в тождества. Лем-
ма доказана.
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Замечание 1. В силу постоянства вектора d, векторное произведение
∇ϕ× d представимо в виде ∇× (ϕd) . Следовательно вместо формулы
(2.7) можно использовать следующее выражение для магнитного поля

B(r) = − mc

q (4α2c2 − |d|2)∇× (ϕd) + b0d, b0 ∈ R. (2.7)′

Здесь величина − mcϕ(r)
q (4α2c2 − |d|2)d играет роль векторного потенциала

магнитного поля.

Лемма 3. Пусть функция распределения f(r,v) определяется фор-
мулой (1.6), а электромагнитные поля E(r), B(r) вида (2.6), (2.7) удо-
влетворяют уравнениям Максвелла (1.2)-(1.5), тогда скалярная функ-
ция ϕ(r) является решением полулинейного эллиптического уравнения
Лиувилля

Δϕ =
2q2

mc2

(
π

α

)5/2

exp

(
|d|2
4α

)(
4α2c2 − |d|2

)
exp(ϕ). (2.11)

Доказательство. Подставим электрическое поле E(r) определяемого
формулой (12) в уравнения Максвелла (1.2), (1.3). В силу равенства
∇ · (∇× F) = 0, справедливого для любой вектор-функции F (r), урав-
нение (1.3) выполняется тождественно, а из уравнения (1.2) получим

2αmc2

q (4α2c2 − |d|2)Δϕ = 4πq
∫

R3
f(r,v)dv. (2.12)

Здесь Δ· =
∂2

∂x2
· + ∂2

∂y2
· + ∂2

∂z2
· — оператор Лапласа в пространстве

переменных (x, y, z). Соответственно, для магнитного поля B(r) вида
(2.7) из уравнения (1.5) имеем

− mc

q (4α2c2 − |d|2)∇ · (∇ϕ× d) = 0. (2.13)

С учетом свойств оператора ∇ получим цепочку равенств

∇ · (∇ϕ× d) = d · (∇×∇ϕ)−∇ϕ · ∇ × d = d · (∇×∇ϕ) = 0.

Заметим, что последнее равенство имеет место в силу формулы ∇ ×
∇ϕ = 0, справедливой для любой скалярной функции ϕ(r). Таким
образом соотношение (2.13) выполняется тождественно. Из уравнения
(1.4) получим

− mc

q (4α2c2 − |d|2)∇× (∇ϕ× d) =
4πq
c

∫
R3

vf(r,v)dv.
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Так как ∇ × (∇ϕ× d) = (d · ∇)∇ϕ − dΔϕ, то последнее соотношение
преобразуется к виду

− mc

q (4α2c2 − |d|2) ((d · ∇)∇ϕ− dΔϕ) =
4πq
c

∫
R3

vf(r,v)dv.

Домножая полученное выражение скалярно на постоянный вектор d, с
учетом условия ортогональности (2.8), имеем

mc|d|2
q (4α2c2 − |d|2)Δϕ =

4πq
c

∫
R3

(d · v) f(r,v)dv. (2.14)

Осталось вычислить интегралы стоящие в правых частях формул (2.12),
(2.14). Поскольку, функция распределения f(r,v) определяется форму-
лой (1.6), то соответственно, находим∫

R3
f(r,v)dv ≡

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(r,v)dvxdvydvz =

π3/2

α3/2
exp

(
|d|2
4α

)
exp(ϕ),

∫
R3

(d · v) f(r,v)dv ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(dxvx + dyvy + dzvz) f(r,v)dvxdvydvz

=
π3/2|d|2
2α5/2

exp

(
|d|2
4α

)
exp(ϕ).

C учетом последних формул, легко показать, что соотношения (2.12),
(2.14) сводятся к полулинейному эллиптическому уравнению Лиувилля
(2.11). Что и требовалось доказать.

Итак, для полного определения функции распределения f(r,v) и
электромагнитных полей E(r), B(r) , осталось найти скалярную функ-
цию ϕ(r) удовлетворяющую уравнению Лиувилля (2.11) и дополнитель-
ному условию ортогональности (2.8).
Соотношение (2.8) есть линейное дифференциальное уравнение в

частных производных первого порядка для функции ϕ(r). Оно имеет
общее решение вида

ϕ(x, y, z) = ϕ(ui, vi), i = 1, 2, 3,

где
u1 = dyx− dxy, v1 = dzx− dxz, (dx 	= 0), (2.15)

u2 = dzy − dyz, v2 = dxy − dyx, (dy 	= 0),

u3 = dxz − dzx, v3 = dyz − dzy, (dz 	= 0).

В дальнейшем, для краткости, будем рассматривать решения ϕ(r) толь-
ко с переменными (u1



= u, v1



= v), поскольку функции с переменными
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(u2, v2) и (u3, v3) получаются из решения ϕ(u1, v1) циклической пере-
становкой x→ y → z ←↩ . В этом случае оператор Лапласа в уравнении
(2.11) в переменных u, v запишется следующим образом:

Δϕ ≡ ϕxx + ϕyy + ϕzz =
(
d2
x + d2

y

)
ϕuu + 2dydzϕuv +

(
d2
x + d2

z

)
ϕvv.

Хорошо известно, что невырожденным преобразованием оператор, сто-
ящий в правой части последнего равенства, можно привести к канони-
ческому виду. Так, если положить

ξ = a1u+ b1v, η = a2u+ b2v, (2.16)

где

b1 = ∓dx
√
|d|2

d2
x + d2

z

a2 −
dydz
d2
x + d2

z

a1, b2 = ±dx
√
|d|2

d2
x + d2

z

a1 −
dydz
d2
x + d2

z

a2,

и a1, a2 произвольные постоянные, не равные одновременно нулю, мы
получим(

d2
x + d2

y

)
ϕuu + 2dydzϕuv +

(
d2
x + d2

z

)
ϕvv = μ (ϕξξ + ϕηη) .

Здесь

μ =
(
a2

1 + a2
2

)(
1 +

d2
y

d2
x + d2

z

)
d2
x или μ =

(
a2

1 + a2
2

) |d|2
d2
x + d2

z

d2
x, (2.17)

μ > 0 — это условие обеспечивает невырожденность преобразования
(2.16). Таким образом, вместо уравнения (2.11) с дополнительным усло-
вием (2.8) все свелось к разрешимости в двумерном координатном про-
странстве переменных (ξ, η) одного автономного уравнения Лиувилля
вида

ϕξξ + ϕηη = γ exp(ϕ), ϕ


= ϕ(ξ, η), (2.18)

где константа γ определяется равенством

γ =
2q2

μmc2

(
π

α

)5/2

exp

(
|d|2
4α

)(
4α2c2 − |d|2

)
. (2.19)

Уравнение (2.18) при 4α2c2 − |d|2 > 0 обладает следующими точными
решениями [5]

ϕ1(ξ, η) = ln

(
2
γ

θ2
ξ + θ2

η

θ2

)
, ϕ2(ξ, η) = ln

(
2
γ

θ2
ξ + θ2

η

sh2 θ

)
,

ϕ3(ξ, η) = ln

(
2
γ

θ2
ξ + θ2

η

sin2 θ

)
, ϕ4(ξ, η) = ln

(
2
γ

θ2
ξ + θ2

η

cos2 θ

)
, (2.20)
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если 4α2c2 − |d|2 < 0, то имеем

ϕ5(ξ, η) = ln

(
−2
γ

θ2
ξ + θ2

η

ch2 θ

)
. (2.21)

Здесь θ(ξ, η) — произвольная гармоническая функция, отличная от по-
стоянной. При этом текущие переменные ξ и η связаны с исходными
переменными x, y, z соотношениями

ξ = (a1dy + b1dz)x− a1dxy − b1dxz,

η = (a2dy + b2dz)x− a2dxy − b2dxz. (2.22)

Все сказанное выше можно резюмировать в виде следующей теоремы

Теорема. Стационарная система уравнений Власова–Максвелла–Фоккера–
Планка (1.1)–(1.5) обладает точным решением вида

f(x, y, z, vx, vy, vz) = exp{−α
(
v2
x + v2

y + v2
z

)
+dxvx+dyvy+dzvz+ϕ(ξ, η)},

E(x, y, z) =
2αmc2

q (4α2c2 − |d|2)

[(
(a1dy + b1dz)

∂ϕ

∂ξ
+ (a2dy + b2dz)

∂ϕ

∂η

)
i−

−
(
a1dx

∂ϕ

∂ξ
+ a2dx

∂ϕ

∂η

)
j +

(
b1dx

∂ϕ

∂ξ
+ b2dx

∂ϕ

∂η

)
k

]
+
λm

2αq
d,

B(x, y, z) = − mc

q (4α2c2 − |d|2)

[(
(b1dy − a1dz)dx

∂ϕ

∂ξ
+ (b2dy − a2dz)dx

∂ϕ

∂η

)
i−

−
((
b1d

2
x + a1dydz + b1d

2
z

) ∂ϕ
∂ξ

+
(
b2d

2
x + a2dydz + b2d

2
z

) ∂ϕ
∂η

)
j+

+
((
a1d

2
x + a1d

2
y + b1dzdy

) ∂ϕ
∂ξ

+
(
a2d

2
x + a2d

2
y + b2dzdy

) ∂ϕ
∂η

)
k

]
+ b0d,

где ϕ(ξ, η) любая из функций (2.20), (2.21), а переменные (ξ, η) опреде-
ляются формулами (2.22).
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on a scalar function is constructed for the steady-state Vlasov-Maxwell-Fokker-Planck
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