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Введение

В современных исследованиях задачи сближения (оптимального сбли-
жения) динамических объектов рассматриваются как часть дифферен-
циальной игры [9] – [11]. В данной статье они трактуются как задачи
оптимального управления в условиях неопределенности с подвижной
целью и для их исследования используются методы теории оптималь-
ного управления динамическими системами с множественной неопре-
деленностью [7]. Целью работы является развитие результатов авто-
ров и их сотрудников, полученные в последние годы по оптимальному
управлению в реальном времени, на новый круг задач – задач опти-
мального управления с подвижной целью. Первые результаты в этом
направлении опубликованы в [8].
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1. Постановка задачи

На промежутке времени T = [t∗, t
∗] рассмотрим линейную нестационар-

ную систему управления

ẋ = A(t)x+B(t)u+M(t)w, x(t∗) = x0, (1.1)

где x = x(t) ∈ Rn — состояние системы управления в момент времени t;
u = u(t) ∈ U — значение управляющего воздействия; U = {u ∈ Rr : u∗ ≤
u ≤ u∗ — ограниченное множество доступных значений управляющего
воздействия; w = w(t) ∈ Rk — неизвестное возмущение; A(t) ∈ Rn×n,
B(t) ∈ Rn×r, M(t) ∈ Rn×k, t ∈ T, — кусочно-непрерывные матричные
функции. Для управления объектом (1.1) используются дискретные уп-
равляющие воздействия с периодом квантования h: u(t) ≡ u(s), t ∈
[s, s + h[, s ∈ Th, где Th = {t∗, t∗ + h, . . . , t∗ − h}, h = (t∗ − t∗)/N , N —
натуральное число.

Пусть целью управления объектом (1.1) является сближение с дру-
гим динамическим объектом (подвижной целью)

˙̃x = Ã(t)x̃+ B̃(t)v + M̃(t)w, x̃(t∗) = x̃0, (1.2)

где x̃ = x̃(t) ∈ Rn — состояние цели в момент времени t; v = v(t) ∈ Rr̃

— значение маневрирующего усилия; Ã(t) ∈ Rn×n, B̃(t) ∈ Rn×r̃, M̃(t) ∈
Rn×k, t ∈ T, — кусочно-непрерывные матричные функции; возмущение
w(t) ∈ Rk в (1.2) совпадает с возмущениями (1.1), что не ограничивает
общности постановки задачи и сделано для упрощения выкладок. Пусть
возмущение w(·) = (w(t), t ∈ T ) представляет ограниченную кусочно-
непрерывную функцию. Будем считать, что возмущения могут быть
одним из трех типов: 1) регулярные возмущения: w(t) = D(t)ω, t ∈
T, ω ∈ Ω, где D(t) ∈ Rk×l, t ∈ T , — кусочно-непрерывная матричная
функция, ω ∈ Rl — вектор неизвестных параметров, Ω = {ω ∈ Rl : ω∗ ≤
ω ≤ ω∗} — множество возможных значений параметров; 2) нерегуляр-
ные возмущения: w(t) ∈ W = {w ∈ Rk : w∗ ≤ w ≤ w∗}, t ∈ T, где w(t),
t ∈ T , — кусочно-непрерывная функция; 3) возмущения смешанного
типа w(t) = D(t)ω + w0(t), t ∈ T, где ω ∈ Ω — вектор неизвестных
параметров, w0(t) ∈ W , t ∈ T , — неизвестная кусочно-непрерывная
функция.

Класс возмущений играет большую роль при выборе численных ме-
тодов решения задач, которые возникают при оптимальном управлении
объектом в реальном времени. Далее будут использоваться обозначе-
ния: W (·) — множество возмущений заданного типа 1), или 2), или 3);
Wτ (·) — сужение W (·) на промежуток T (τ) = [τ, t∗], t∗ ≤ τ < t∗; W[τ,t](·)

— сужение W (·) на промежуток [τ, t], t∗ ≤ τ < t∗. Если B̃(t) ≡ 0,
t ∈ T , то будем говорить о неманеврирующей цели, в противном случае
цель — маневрирующая. Относительно маневрирующих усилий цели
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будем считать, что они, как и возмущения, могут быть регулярными,
нерегулярными и смешанными. Обозначим: V (·) — множество маневри-
рующих усилий выбранного типа 1), или 2), или 3); Vτ (·) — сужение V (·)
на промежуток T (τ) = [τ, t∗]; V[τ,t](·) — сужение V (·) на промежуток
[τ, t], t∗ ≤ τ < t∗. Пусть Sρ(x) = {x̃ ∈ Rn : ρg∗ ≤ H(x − x̃) ≤ ρg∗}, –
ρ−окрестность точки x,H ∈ Rm×n, g∗, g

∗ ∈ Rm — заданные матрица и
векторы, g∗ < 0 < g∗.

Мерой близости объекта (1.1) и цели (1.2) назовем минимальное ρ,
при котором любое возможное терминальное состояние цели x̃(t∗) на-
крывается ρ-окрестностью Sρ(x(t

∗)) терминального состояния объекта:
x̃(t∗) ∈ Sρ(x(t

∗)). Задача оптимального сближения состоит в постро-
ении управляющих воздействий u(t), t ∈ T , при которых мера близости
объекта и цели минимальна.

В данной работе будут рассмотрены следующие ситуации: 1) опти-
мальное сближение с неманеврирующей целью с использованием детер-
минированных моделей; 2) оптимальное сближение с маневрирующей
целью с использованием детерминированных моделей; 3) оптимальное
сближение с неманеврирующей целью с не вполне определенным дви-
жением; 4) оптимальное сближение по недетерминированным моделям.

2. Оптимальное сближение с использованием

детерминированных моделей

Рассмотрим задачу оптимального сближения объекта (1.1) с неманев-
рирующей целью (1.2). Пусть при любом τ ∈ Th процесса управления
доступны точные измерения состояний объекта x(τ) и цели x̃(τ). Задача
оптимального сближения имеет вид

ρ→ min,

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t∗) = x0,

˙̃x = Ã(t)x̃, x̃(t∗) = x̃0, (2.1)

x̃(t∗) ∈ Sρ(x(t
∗)), u(t) ∈ U, t ∈ T.

Определение 1. Доступную управляющую функцию u(t) ∈ U, t ∈ T ,
назовем программой с мерой близости ρ(u) = min ρ, x̃(t∗) ∈ Sρ(x(t

∗)).

Программа u0(t), t ∈ T, и соответствующая ей траектория x0(t), t ∈
T, называются оптимальными, если ρ(u0) = min

u
ρ(u). Оптимальная

программа – программное решение задачи (2.1)
Оптимальная программа получается из решения задачи:

ρ→ min, ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t∗) = x0, (2.2)
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ρg∗ +Hx̃(t∗) ≤ Hx(t∗) ≤ ρg∗ +Hx̃(t∗), u(t) ∈ U, t ∈ T.

где терминальное состояние x̃(t∗) известно.
В [1] разработан двойственный метод построения оптимальных прог-

рамм в детерминированных задачах оптимального управления линей-
ными системами. С помощью модификаций он может быть использован
и для построения программного решения задачи (2.2).

Для определения позиционного решения задачи оптимального сбли-
жения (2.1) погрузим ее в семейство

ρ→ min, ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = z, (2.3)

˙̃x = Ã(t)x̃, x̃(τ) = z̃,

x̃(t∗) ∈ Sρ(x(t
∗)), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ) = [τ, t∗],

зависящее от момента времени τ ∈ Th и векторов z, z̃ ∈ Rn. Тройка
(τ, z, z̃) составляет позицию процесса сближения. Программное решение
u0(t|τ, z, z̃), t ∈ T (τ), задачи (2.3) для позиции (τ, z, z̃) назовем опти-
мальной текущей программой. Отметим, что в задаче (2.3) оптималь-
ная текущая программа всегда существует.

Оптимальной связью в классическом смысле (позиционным реше-
нием классической задачи оптимального сближения) назовем функцию

u0(τ, z, z̃) = u0(τ |τ, z, z̃), z ∈ Rn, z̃ ∈ Rn, τ ∈ Th. (2.4)

Позиционное решение (2.4) определено по детерминированной ма-
тематической модели (2.1), но предназначено для решения задачи оп-
тимального сближения объекта (1.1) с целью (1.2). Замкнем объект
управления оптимальной связью (2.4) и запишем поведение замкнутой
системы

ẋ = A(t)x+B(t)u0(t, x, x̃) +M(t)w(t), x(t∗) = x0,

˙̃x = Ã(t)x̃+ M̃(t)w(t), x̃(t∗) = x̃0,

где u0(t, x(t), x̃(t)) ≡ u0(τ, x(τ), x̃(τ)), t ∈ [τ, τ+h[, τ ∈ Th; w(t), t ∈ T ,
— неизвестное возмущение. Пусть в конкретном процессе сближения ре-
ализуется возмущение w∗(t), t ∈ T . Оно породит траектории x∗(t), x̃∗(t),
t ∈ T, удовлетворяющие тождествам

ẋ∗(t) ≡ A(t)x∗(t) +B(t)u∗(t) +M(t)w∗(t),

˙̃x∗(t) ≡ Ã(t)x̃∗(t) + M̃(t)w∗(t), t ∈ T,

где

u∗(t) ≡ u0(τ, x∗(τ), x̃∗(τ)) = u0(τ |τ, x∗(τ), x̃∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th.
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Определение 2. Управляющие воздействия u∗(t), t ∈ T , называются
реализацией оптимальной связи (2.4) в конкретном процессе сближе-
ния. Функция ρ∗(τ) = ρ(u0(·|τ, x∗(τ), x̃∗(τ))), τ ∈ Th, описывает изме-
нение меры сближения в процессе управления, ρ∗(t∗) — достигнутая
в этом процессе мера сближения объекта (1.1) с целью (1.2).

При оптимальном управлении по описанному классическому прин-
ципу замкнутого контура управляющие воздействия u∗(t), t ∈ T, полу-
чаются с помощью заранее сконструированной связи (2.4). При таком
способе управления для задач оптимального сближения даже с непод-
вижной целью трудно построить решение в явном виде. Поэтому будем
использовать современный принцип оптимального управления в реаль-
ном времени, когда оптимальная связь (2.4) не строится заранее, но в
каждом конкретном процессе управления текущие значения u∗(τ), τ ∈
Th, ее реализации для текущего момента τ ∈ Th вычисляются за время,
не превосходящее h (период квантования). Устройство, способное вы-
полнять эту работу, называется оптимальным регулятором.

Работа оптимального регулятора происходит следующим образом.
До начала процесса управления регулятор находит программное ре-
шение задачи (2.1) (оптимальную программу для начальной позиции
(t∗, x0, x̃0)). Вычисленную оптимальную программу u0(t|t∗, x0, x̃0), t ∈
T , он использует для управления физическим объектом на промежутке
времени [t∗, t∗ + h[: u∗(t) ≡ u∗(t∗) = u0(t∗|t∗, x0, x̃0), t ∈ [t∗, t∗ + h[.
Пусть регулятор проработал до момента τ . В текущий момент времени
τ ∈ Th \ t∗ оптимальный регулятор решает задачу (2.3) для текущей
позиции (τ, x∗(τ), x̃∗(τ)). Эта задача снова может быть сведена к задаче
оптимального сближения с неподвижной целью

ρ→ min, ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = x∗(τ), (2.5)

ρg∗ +Hx̃(t∗) ≤ Hx(t∗) ≤ ρg∗ +Hx̃(t∗), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ).

При этом в качестве начального приближения для оптимальной те-
кущей программы u0(t|τ, x∗(τ), x̃∗(τ)), t ∈ T (τ), регулятор использует
оптимальную программу u0(t|τ − h, x∗(τ − h), x̃∗(τ − h), t ∈ T (τ − h),
построенную на предыдущем интервале [τ − h, τ [, корректируя с помо-
щью двойственного метода [1] сопровождающие эту программу элемен-
ты так, чтобы необходимая для вычисления текущего значения u∗(τ)
реализация оптимальной связи осуществлялась за время s(τ) < h.

На промежутке T оптимальный регулятор подает на вход объекта
управления воздействие

u∗∗(t) ≡ u∗(τ) = u0(τ |τ, x∗(τ), x̃∗(τ)), (2.6)

t ∈ [τ + s(τ), τ + h+ s(τ + h)[, τ ∈ Th, (s(t∗) = s(t∗) = 0).

которое отличается от реализации u∗(t), t ∈ T , в силу временных затрат
на вычисление управляющих сигналов u∗(τ).
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Определение 3. Функция (2.6) называется реализацией оптималь-
ной связи при управлении в режиме реального времени (квазиреализа-
цией оптимальной связи (2.4)).

3. Оптимальное сближение с маневрирующей целью

Рассмотрим задачу сближения объекта (1.1) с маневрирующей целью
(1.2), маневрирующие усилия которой v(t), t ∈ T , остаются неизвест-
ными для управляющего органа объекта (1.1). Пусть в процессе управ-
ления в каждый момент времени τ ∈ Th точно измеряются состояния
x(τ), x̃(τ). Математическая модель задачи сближения с маневрирующей
целью для детерминированных моделей объекта и цели имеет вид

ρ→ min,

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t∗) = x0, ˙̃x = Ã(t)x̃+ B̃(t)v, x̃(t∗) = x̃0, (3.1)

X̃t∗ ⊂ Sρ(x(t
∗)), v(·) ∈ V (·), u(t) ∈ U, t ∈ T,

где X̃t∗ = X̃t∗(t∗, x̃0) = {x̃ ∈ Rn : x̃ = x̃(t∗|t∗, x̃0, v), v(·) ∈ V (·)},
x̃(t∗|t∗, x̃0, v)— терминальное состояние цели под действием маневри-
рующих усилий v(·).

Понятия оптимальной программы u0(t), t ∈ T, оптимальной траекто-
рии x0(t) ∈ T, вводятся стандартно (см. задачу (2.2)) В задаче (3.1) из-
за неопределенности, представленной маневрирующими усилиями v(t),
t ∈ T , можно по аналогии с [7] исследовать разные типы оптимальных
связей. Ограничимся оптимальной размыкаемой связью (по состоянию
и по выходу).

Пусть G(t), G̃(t) ∈ Rm×n, t ∈ T , — решения сопряженных систем

Ġ = −GA(t), G(t∗) = H, ˙̃G = −G̃Ã(t), G̃(t∗) = H.

Введем обозначения

K(t) = G(t)B(t), K̃(t) = −G̃(t)B̃(t), t ∈ T.

которые используются ниже.
Оптимальная размыкаемая связь. Рассмотрим семейство задач

ρ→ min, (3.2)

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = z, ˙̃x = Ã(t)x̃+ B̃(t)v, x̃(τ) = z̃,

X̃t∗(τ, z̃) ⊂ Sρ(x(t
∗)), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ), v(·) ∈ Vτ (·),

зависящее от момента времени τ ∈ Th и векторов z, z̃ ∈ Rn.
Пусть u0(t|τ, z, z̃), t ∈ T (τ), — оптимальная текущая программа для

позиции (τ, z, z̃) в задаче (3.2).
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Определение 4. Функция

u0(τ, z, z̃) = u0(τ |τ, z, z̃), z ∈ Rn, z̃ ∈ Rn, τ ∈ Th,

называется оптимальной размыкаемой (дискретной) связью .

Аналогично п.1 вводятся понятия реализации оптимальной размы-
каемой связи

u∗(t) ≡ u0(τ, x∗(τ), x̃∗(τ)) = u0(τ |τ, x∗(τ), x̃∗(τ)), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th,

квазиреализации оптимальной размыкаемой связи и оптимального ре-
гулятора. Работа оптимального регулятора основана на построении в
реальном времени решения задачи (3.2) для текущей позиции задачи
(τ, x∗(τ), x̃∗(τ)).Чтобы построить программное решения задачи (3.2)
достаточно свести ее к эквивалентной детерминированной задаче:

ρ→ min, ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = z, ˙̃x = Ã(t)x̃, x̃(τ) = z̃, (3.3)

x̃(t∗) ∈ S̄ρ(x(t
∗)|τ), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ),

где S̄ρ(x(t
∗)|τ) = {x̃ ∈ Rn : ρg∗ − γ∗(τ) ≤ H(x(t∗) − x̃) ≤ ρg∗ − γ∗(τ)},

γ∗(τ) = (γ∗i(τ), i = 1,m), γ∗(τ) = (γ∗i (τ), i = 1,m),

γ∗i(τ) = min
v(·)∈Vτ (·)

∫ t∗

τ
k̃′i(s)v(s)ds, γ∗i (τ) = max

v(·)∈Vτ (·)

∫ t∗

τ
k̃′i(s)v(s)ds,

i = 1,m. k̃′i(t) — i-я строка матрицы K̃(t), решение которой рассмот-
рено в п.1

При построении позиционного решения задачи оптимального сбли-
жения (3.1) в условиях неопределенности (неизвестны маневрирующие
усилия) наряду с состояниями объекта управления x(τ) и цели x̃(τ)
удобно использовать m-вектор φ(τ) = (φi(τ), i = 1,m): φ(τ) = φ(τ, x(τ),
x̃(τ)) = G(τ)x(τ) − G̃(τ)x̃(τ), τ ∈ Th, который назовем состоянием
задачи сближения в момент τ .

Как видно, ψ(τ) представляет результат линейного преобразования
состояний объекта x(τ), цели x̃(τ) и в компактной форме содержит
информацию, достаточную для построения решения задачи. Будем счи-
тать, что в процессе управления для каждого τ ∈ Th доступно точное
значение состояния задачи φ∗(τ) в момент τ . Оно может получаться
как в результате преобразования известных значений x∗(τ) и x̃∗(τ),
так и с помощью специального измерительного устройства вида φ =
G̃(t)x̃ − G(t)x. В терминах состояния задачи φ семейство (3.3) можно
записать в виде

ρ→ min, φ̇ = K(t)u, φ(τ) = ζ, φ(t∗) ∈ Φ̄∗
ρ(τ), u(t) ∈ U, t ∈ T, (3.4)
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где ζ — произвольный m-вектор, Φ̄∗
ρ(τ) = {φ ∈ Rm : ρg∗ − γ∗(τ) ≤ φ ≤

ρg∗ − γ∗(τ)}.
Пусть u0(t|τ, ζ), t ∈ T (τ), — оптимальная программа задачи (3.4) для

позиции (τ, ζ); ρ0(τ, ζ) = ρ(u0(·|τ, ζ)). Оптимальная размыкаемая связь
и ее реализация также могут быть определены в терминах состояния
задачи.

Замечание 1. Особенность оптимальной размыкаемой обратной свя-
зи состоит в том, что при ее определении не используется априорная
информация о замыкании системы в будущие моменты времени. Это
обстоятельство не влияет на оптимальную класическую связь, кото-
рая определяется по детерминированной модели, но существенно при
использовании моделей, содержащих неопределенности (в данном слу-
чае – неизвестное маневрирующее усилие цели) [7, 2].

Использование недетерминированных моделей при оптима-

льном сближении объекта с маневрирующей целью. Рассмот-
ренные выше конструкции построения оптимальных программ и реали-
заций оптимальных связей в задачах сближения с маневрирующей це-
лью можно обобщить на случай недетерминированных моделей. Мате-
матическая модель задачи принимает вид

ρ→ min,

ẋ = A(t)x+B(t)u+M(t)w, x(t∗) = x0, ˙̃x = Ã(t)x̃+ B̃(t)v + M̃(t)w,

x̃(t∗) = x̃0,

X̃t∗ ⊂ Qρ(Xt∗(u)), u(t) ∈ U, t ∈ T, v(·) ∈ V (·), w(·) ∈W (·),

где X̃t∗ = {x̃ ∈ Rn : x̃ = x̃(t∗|t∗, x̃0, v, w), v(·) ∈ V (·), w(·) ∈ W (·)},
Xt∗(u) = {x ∈ Rn : x = x(t∗|t∗, x0, u, w), w(·) ∈ W (·)}, Qρ(Xt∗(u)) =

⋂

x∈Xt∗(u)
Sρ(x).

Изменения, которые необходимо внести в предложенные выше конс-
трукции , связаны с учетом возмущения w(·) ∈ W (·), при этом терми-
нальное множество S̄ρ(x(t

∗)|τ) заменяется на

¯̄Sρ(x(t
∗)|τ) = {x̃ ∈ Rm : ρg∗−γ∗(τ)−ω∗(τ) ≤ H(x(t∗)− x̃) ≤ ρg∗−γ∗(τ)−

−ω∗(τ)},

где ω∗(τ) = (ω∗i(τ), i = 1,m), ω∗(τ) = (ω∗
i (τ), i = 1,m),

ω∗i(τ) = min
w(·)∈Wτ (·)

∫ t∗

τ
l′i(s)w(s)ds, ω∗

i (τ) = max
w(·)∈Wτ (·)

∫ t∗

τ
l′i(s)w(s)ds,

i = 1,m, l′i(t) — i-я строка матрицы L(t) = G̃(t)M̃(t) −G(t)M(t).
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4. Оптимальное сближение с неманеврирующей целью c не

вполне определенным движением.

Пусть требуется провести оптимальное сближение объекта (1.1), теку-
щее состояние которого x∗(τ) в каждый момент времени τ ∈ Th извест-
но, с неманеврирующей целью (1.2), начальное состояние которой x̃0

неизвестно и в моменты времени τ ∈ Th состояния цели x̃(τ) измеряются
неполно и неточно (несовершенные измерения состояний цели).

В этом случае вместо состояния цели оптимальный регулятор объ-
екта для вырабоки управляющих воздействий использует: 1) априор-
но известное множество X̃0, ограничивающее возможные начальные
состояния цели, т.е. x̃(t∗) = x̃0 ∈ X̃0, и 2) сигналы ỹ∗(s), s ∈ Th, из-
мерительного устройства ỹ(s) = C̃(s)x̃(s) + ξ̃(s), где C̃(t) ∈ Rq̃×n, t ∈ T ,
— непрерывная матричная функция; ξ̃(s), s ∈ Th, — ошибки измерения
со значениями из ограниченного множества Ξ̃ = {ξ̃ ∈ Rq̃ : ξ̃∗ ≤ ξ̃ ≤ ξ̃∗}.

Цель, обладающая описанными выше свойствами, называется немане-
врирующей целью c не вполне определенным движением. При постро-
ении оптимальных связей вместо текущего состояния цели x̃∗(τ) ис-
пользуются их текущие распределения X̃∗(τ) = X̃τ (ỹ

∗
τ (·)) (Φ∗(τ) =

Φτ (x
∗(τ), ỹ∗τ (·))), построенные по известному к моменту τ сигналу ỹ∗τ (·) =

(ỹ∗τ (s), s ∈ Th(τ)), где Th(τ) = Th
⋂

[t∗, τ ].
Пусть ỹτ (·) — некоторый возможный сигнал измерительного устройс-

тва к моменту τ , Ỹτ (·) — множество всех таких сигналов ỹτ (·); ỹ
∗
τ (·) ∈

Ỹτ (·). Множество X̃0(ỹτ (·)) назовем апостериорным распределением на-
чального состояния цели, соответствующим сигналу ỹτ (·), если оно сос-
тоит только из состояний x̃0 ∈ X̃0, для которых найдутся ошибки из-
мерения ξ̃(s) ∈ Ξ̃, s ∈ Th(τ), способные к моменту τ породить сигнал
ỹτ (·).

Апостериорному распределению начального состояния X̃0(ỹτ (·)) cо-
ответсвуют распределения X̃τ (ỹτ (·)) текущего состояния цели, которое
называется текущим распределением, и X̃t∗(ỹτ (·)) – терминального сос-
тояния цели. При этом X̃s(ỹτ (·)) = F̃ (s)X̃0(ỹτ (·)), s ∈ Th, где F̃ (t) ∈

Rn×n, t ∈ T , — фундаментальная матрица решений системы (1.2): ˙̃F =
Ã(t)F̃ , F̃ (t∗) = E, E — единичная матрица. Текущее распределение со-
стояния задачи определяются по формуле: Φτ (x(τ), ỹτ (·)) = G(τ)x(τ)−
G̃(τ)X̃τ (ỹτ (·)).

Как и в п.2,3, для определения размыкаемой связи в рассматрива-
емой задаче сближения используем оптимальную текущую программу
u0(t|τ, z, ỹτ (·)), t ∈ T (τ), — программное решение задачи

min
u

max
x̃(τ)

ρ, (4.1)

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = z, ˙̃x = Ã(t)x̃, x̃(τ) ∈ X̃τ (ỹτ (·)),
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X̃t∗(ỹτ (·)) ⊂ Sρ(x(t
∗)), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ).

Определение 5. Функция

u0(τ, z, ỹτ (·)) = u0(τ |τ, z, ỹτ (·)), z ∈ Rn, ỹτ (·) ∈ Ỹτ (·), τ ∈ Th,

называется оптимальной размыкаемой (дискретной) связью (по вы-
ходу).

В терминах состояния задачи (4.1) имеем

min
u

max
φ(τ)

ρ, φ̇ = K(t)u, φ(τ) ∈ Φτ (z, ỹτ (·)), ρg∗ ≤ φ(t∗) ≤ ρg∗, (4.2)

u(t) ∈ U, t ∈ T (τ).

Следуя [4], можно показать, что управление объектом (1.1) в режиме
реального времени можно осуществить с помощью оптимальных эсти-
маторов и оптимального регулятора. Оптимальные эстиматоры вычис-
ляют оценки α̃∗(ỹτ (·)) = (α̃∗i(ỹτ (·)), i = 1,m), α̃∗(ỹτ (·)) = (α̃∗

i (ỹτ (·)),
i = 1,m), решая следующие задачи оптимального наблюдения:

α̃∗i(ỹτ (·)) = minh′ix̃, α̃∗
i (ỹτ (·)) = maxh′ix̃, x̃ ∈ X̃t∗(ỹτ (·)), i = 1,m.

(4.3)
Оптимальный регулятор вычисляет u0(t|τ, z, ỹτ (·)), t ∈ T (τ), решая де-
терминированную задачу оптимального управления

ρ→ min, ẋ = A(t)x+B(t)u, x(τ) = z, x(t∗) ∈ X∗
ρ(ỹτ (·)), (4.4)

u(t) ∈ U, t ∈ T (τ),

где X∗
ρ(ỹτ (·)) = {x ∈ Rn : ρg∗ − α̃∗(ỹτ (·)) ≤ h′ix ≤ ρg∗ − α̃∗(ỹτ (·))}.

Задачи (4.3) называются сопровождающими задачами оптимального
наблюдения, (4.4) — сопровождающая задача оптимального управле-
ния.

Теорема 1. Принцип разделимости. Для построения оптимальной
текущей программы в позиции (τ, z, ỹτ (·)) достаточно для сигналов ỹτ (·)
решить 2m независимых сопровождающих задач оптимального наблю-
дения (4.3), по полученным оценкам α̃∗(ỹτ (·)), α̃

∗(ỹτ (·)) и состоянию z
– решить сопровождающую задачу оптимального управления (4.4).

Отметим, что при оптимальном управлении в реальном времени соп-
ровождающие задачи оптимального наблюдения (4.3) принимают вид

α∗i = min
z̃
h′ix̃(t

∗), (α∗
i = max

z̃
h′ix̃(t

∗)), (4.5)

˙̃x = Ã(t)x̃, x̃(t∗) = z̃, ỹ∗(s) − C̃x̃(s) ∈ Ξ̃, s ∈ Th(τ); z̃ ∈ X̃0.
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Методы решения таких задач исследованы в [5].

5. Оптимальное сближение по недетерминированным

моделям при неполной информации о состояниях

Рассмотрим задачу оптимального сближения объекта (1.1) с маневри-
рующей целью (1.2) для недетерминированных моделей при неполной
и неточной информации о состояниях объекта и цели. В этом случае в
процессе управления информация о текущих состояниях содержится в
априорных распределениях X0 и X̃0, ограничивающих начальные сос-
тояния объекта и цели: x(t∗) = x0 ∈ X0, x̃(t∗) = x̃0 ∈ X̃0, и сигналах
y∗(s), ỹ∗(s), s ∈ Th, измерительных устройств y(s) = C(s)x(s) + ξ(s),
ỹ(s) = C̃(s)x̃(s) + ξ̃(s), s ∈ Th, где C(t) ∈ Rq×n, C̃(t) ∈ Rq̃×n, t ∈
T , — непрерывные матричные функции; ξ(s), ξ̃(s), s ∈ Th, — ошибки
измерения со значениями из ограниченных множеств Ξ = {ξ ∈ Rq : ξ∗ ≤
ξ ≤ ξ∗}; Ξ̃ = {ξ̃ ∈ Rq̃ : ξ̃∗ ≤ ξ̃ ≤ ξ̃∗}.

Множество X0(uτ (·), yτ (·)) назовем апостериорным распределением
начального состояния объекта, соответствующим заданному управля-
ющему воздействию uτ (·) = (u(t), t ∈ [t∗, τ ]) и сигналу ỹτ (·), если оно
состоит из тех и только тех состояний x0 ∈ X0, для которых найдутся
ошибки измерения ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ Th(τ), и возмущения w(·) ∈ W[t∗,τ ],
которые вместе с uτ (·) способны к моменту τ породить сигнал yτ (·).
Соответствующее ему текущее распределение состояния объекта имеет
вид Xτ (uτ (·), yτ (·)) = {x ∈ Rn : x = x(τ |t∗, x0, uτ , w), x0 ∈ X0(uτ (·),
yτ (·)), w(·) ∈W[t∗,τ ]}.

Множество X̃0(ỹτ (·)) назовем апостериорным распределением началь-
ного состояния цели, соответствующим сигналу ỹτ (·), если оно состоит
из тех и только тех состояний x̃0 ∈ X̃0, для которых найдутся ошибки
измерения ξ̃(s) ∈ Ξ̃, s ∈ Th(τ), маневрирующие усилия v(·) ∈ V[t∗,τ ](·)
и возмущения w(·) ∈ W[t∗,τ ](·), которые способны к моменту τ поро-
дить сигнал ỹτ (·). Соответствующее ему текущее распределение цели
имеет вид: X̃τ (ỹτ (·)) = {x̃ ∈ Rn : x̃ = x̃(τ |t∗, x̃0, v, w), x̃0 ∈ X̃0(ỹτ (·)),
v(·) ∈ V[t∗,τ ], w(·) ∈W[t∗,τ ]}.

При построении оптимальной размыкаемой связи в задаче оптима-
льного сближения по неполным и неточным измерениям используется
оптимальная текущая программа u0(t|τ, yτ (·), ỹτ (·)), t ∈ T (τ), задачи

min
u

max
x(τ),x̃(τ),v(·),w(·)

ρ, (5.1)

ẋ = A(t)x+B(t)u+M(t)w, x(τ) ∈ Xτ (uτ (·), yτ (·)),

˙̃x = Ã(t)x̃+ B̃(t)v + M̃(t)w, x̃(τ) ∈ X̃τ (ỹτ (·)),

X̃t∗(ỹτ (·)) ⊂ Qρ(Xt∗(u(·), yτ (·))), u(t) ∈ U, t ∈ T (τ), v(·) ∈ Vτ (·),
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w(·) ∈Wτ (·).

Определение 6. Функция

u0(τ, yτ (·), ỹτ (·)) = u0(τ |τ, yτ (·), ỹτ (·)), yτ (·) ⊂ Yτ (·), ỹτ (·) ⊂ Ỹτ (·), τ ∈ Th,

называется оптимальной размыкаемой (дискретной) связью (по выхо-
ду).

В терминах состояния задачи φ семейство задач (5.1) можно записать
в виде

min
u

max
φ(τ),v(·),w(·)

ρ, φ̇ = K(t)u+K̃(t)v+L(t)w, φ(τ) ∈ Φτ (uτ (·), yτ (·), ỹτ (·)),

ρg∗ ≤ φ(t∗) ≤ ρg∗, u(t) ∈ U, t ∈ T (τ), v(·) ∈ Vτ (·), w(·) ∈Wτ (·).

Можно доказать, что следуя [4], управление объектом (1.1) в режиме
реального времени осуществляется с помощью оптимальных эстимато-
ров и оптимального регулятора.

Методы решения таких задач зависят от типов возмущений и мане-
врирующий усилия. Задачи оптимального наблюдения с регулярными
возмущениями рассмотрены в работе [4]. Методы решения задач опти-
мального наблюдения при нерегулярных помехах изложены в [5, 6].

Пример 1. Пусть движения объекта и цели на промежутке [0, t∗] опи-
сываются законами

mẍ1 = u1 +w,mẍ2 = u2 +2w; m̃ ¨̃x1 +k1
˙̃x1 = v1 +w, m̃ ¨̃x2 +k1

˙̃x2 = v2 +2w

|ui(t)| ≤ 1, |vi(t)| ≤ 1, t ∈ T, i = 1, 2; |xi(t
∗) − x̃i(t

∗)| ≤ ρ, i = 1, 2,

и их состояния измеряются неполно и неточно.
Параметрам задачи присвоим значения: m = 1, m̃ = 10; k1 = 1, k2 =

5; t∗ = 10. Будем считать, что начальные положения объекта и цели
известны: x1(0) = 0, x2(0) = 0, x̃1(0) = 100, x̃2(0) = 0, а скорости
реализуются в следующих промежутках: 0 ≤ ẋ1(0) ≤ 1, 0 ≤ ẋ2(0) ≤ 1,
−10 ≤ ˙̃x1(0) ≤ −5, 0 ≤ ˙̃x2(0) ≤ 5. Измерения ỹ∗(s), s ∈ Th, поступающие
от измерительного устройства: y1(s) = x1(s) + ξ1(s), y2(s) = x2(s) +
ξ2(s), s ∈ Th, |ξ1(s)| ≤ 0.2, |ξ2(s)| ≤ 0.2, s ∈ Th, возмущение выбирается
из класса регулярных возмущений вида w(t) = w1 + w2 cos t, t ∈ T , где
|wi| ≤ 0.1, i = 1, 2.

Допустим, что реальный процесс имеет характеристики объекта
x1(0) = 0, ẋ1(0) = 0, x2(0) = 0, ẋ2 = 0; и цели x̃1(0) = 100, ˙̃x1(0) = −8,
x̃2(0) = 0, ˙̃x2 = 5; w∗

1 = −0.1, w∗
2 = 0; ошибки измерения: ξ∗1(s) =

0.2 cos s, ξ∗2(s) = 0.1 sin 2s, s ∈ Th; ξ̃∗1(s) = 0.5 sin 4s, ξ̃∗2(s) = 0.1 cos 2s,
s ∈ Th.
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На рисунке сплошная линия соответствует позиционному решению,
пунктирная — программному (изображены фазовые портреты на плос-
кости x1x2 траекторий объекта и цели). Оптимальная программа u0(t),
t ∈ T , и реализация оптимальной обратной связи u∗(t), t ∈ T , пред-
ставлены на рисунке 1б), значения меры сближения ρ∗(τ), τ ∈ Th, рис.
1в). Большое начальное значение меры сближения ρ∗(0) = 24.13448613,
τ ∈ Th, вызвано большой начальной неопределенностью. Достигнутая
в терминальный момент мера сближения равна ρ∗(t∗) = 4.60011009.
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Рис. 1.

Заключение

Задача оптимального управления динамическим объектом при его сбли-
жении с подвижной целью трактуется как задача оптимального управ-
ления в условиях неопределенности с подвижной целью и исследуется
методами оптимального управления системами с множественной неоп-
ределенностью. Для линейных моделей управления в классе дискрет-
ных управляющих воздействий обоснованы принципы оптимального
управления в реальном времени с помощью оптимальных эстиматоров
и оптимального регулятора.
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R. Gabasov, N. M. Dmitruk, F. M. Kirillova On optimal con-

trol methods to dynamical object at its approaching to a mobile

aim

Abstract. A linear optimal control problem at approaching the dynamical object
under conditions of uncertainty with mobile aim is considered. Linear time-varying control
system for which various type a priori and current information on system behaviour and
disturbances influenced are investigated. Determinate and not completely determinate
systems, maneuvering nonmaneuvering aims with motions being not completely deter-
mined are studied and principles of real-time control by optimal estimators and the
controller are justified and tested by computer.

Keywords: approach of object, mobile aim, uncertainty, open-loop, positional solu-
tions
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