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Аннотация. Множество функций, определенных на конечном множестве A и при-
нимающих в качестве значений подмножества множества A, является естественным
обобщением множества конечнозначных функций на A (функций k-значной логи-
ки). Такие «обобщенные» функции, которые в последнее время принято называть
мультифункциями, часто рассматривают как не всюду определенные функции, т. е.
функции, определенные не на всех наборах. Для этого в мультифункциях неопреде-
ленности можно понимать как некоторые подмножества основного множества A. В
зависимости от вида мультифункций и соответствующей им суперпозиции возника-
ют частичные функции, гиперфункции, ультрафункции, частичные гиперфункции,
частичные ультрафункции на A.

В теории дискретных функций классической является задача описания решет-
ки клонов – множеств функций, замкнутых относительно операции суперпозиции
и содержащих все функции-проекции. Полное описание такой решетки получено
только для булевых функций. Это было сделано Эмилем Постом в 1921 году. Таким
образом, для других дискретных функций данная проблема остается открытой уже
более 90 лет. В связи с трудностью решения этой задачи изучается не вся решетка це-
ликом, а только ее отдельные фрагменты, например, минимальные и максимальные
элементы, различные интервалы. В частности, отметим, что описания всех мини-
мальных клонов известны для булевых функций, функций 3-значной логики, ча-
стичных функций на двухэлементном и трехэлементном множествах, гиперфункций
и частичных гиперфункций на двухэлементном множестве.

В настоящей работе рассматриваются ультрафункции и частичные ультрафунк-
ции на двухэлементном множестве. Дано описание всех минимальных клонов для
этих классов мультифункций.

Ключевые слова: минимальный клон; частичный ультраклон; мультифункция;
частичная ультрафункция; суперпозиция.
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1. Основные понятия и определения

Пусть |A| — мощность множества A, 2A — множество всех подмно-
жеств A, E2 = {0, 1}. Определим следующие множества функций:
P ∗
2,n = {f |f : En2 → 2E2}, P ∗

2 =
⋃
n
P ∗
2,n,

P−
2,n = {f |f : En2 → 2E2 \ {∅}}, P−

2 =
⋃
n
P−
2,n,

P ∗
2,n = {f |f ∈ P ∗

2,n и |f(α̃)| ≤ 1 для всех α̃ ∈ En2 }, P ∗
2 =

⋃
n
P ∗
2,n,

P2,n = {f |f ∈ P ∗
2,n и |f(α̃)| = 1 для всех α̃ ∈ En2 }, P2 =

⋃
n
P2,n.

Функции из P2 называют булевыми функциями, из P ∗
2 — частичными

булевыми функциями, из P−
2 – гиперфункциями или ультрафункциями

на E2 (различие в выборе суперпозиции), из P ∗
2 – мультифункциями на

E2.
Для того, чтобы суперпозиция f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

определяла некоторую мультифункцию g(x1, . . . , xm), следуя [3], опре-
делим значения мультифункции на наборах из подмножеств множества
E2.
Если (α1, . . . , αm) ∈ Em2 , то по определению

g(α1, . . . , αm)=

⎧⎪⎨⎪⎩
⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), если пересечение не пусто;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), в противном случае.

На наборах, содержащих ∅, мультифункция принимает значение ∅.
Это определение позволяет вычислить значение мультифункции

f(x1, . . . , xn) на любом наборе (σ1, . . . , σn) ∈ (2E2)n.
Если мультифункции на E2 (функции из P−

2 ) рассматриваются с
данной суперпозицией, то их называют частичными ультрафункциями
на E2 (ультрафункциями на E2).
Для f ∈ P ∗

2 положим
D∗(f) = {α̃ ∈ En2 |f(α̃) = ∅}, D(f) = En2 \D∗(f).
Пусть D ⊆ En2 .
Частичной проекцией называется мультифункция eni,D такая, что

eni,D(α1, . . . , αn) =

{ {αi}, если (α1, . . . , αn) ∈ D;
∅, иначе.

При D = En2 частичная проекция называется проекцией и обознача-
ется eni .
В дальнейшем, если это не вызывает недоразумений, мультифунк-

цию будем называть просто функцией.
Для упрощения записи договоримся использовать следующую коди-

ровку: ∅↔ ∗, {0} ↔ 0, {1} ↔ 1, {0, 1} ↔ −.
Известия Иркутского государственного университета.
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Функцию из P ∗
2 будем задавать ее значениями на двоичных наборах,

причем вектор значений функции будем записывать в виде строки или
столбца, а двоичные наборы будем считать заданными в соответствии с
натуральным порядком. Например, f = (0∗−1) означает, что f(00) = 0,
f(01) = ∗, f(10) = −, f(11) = 1. Также рассматриваются нульместные
функции, которые будем называть константными и обозначать 0, 1, ∗
и (−).
Клоном (частичным клоном, ультраклоном, частичным ультракло-

ном) на E2 называется множество булевых функций (частичных буле-
вых функций, ультрафункций на E2, частичных ультрафункций на E2,
соответственно), замкнутое относительно определенной выше суперпо-
зиции и содержащее все проекции.
Очевидно, что множество всех проекций образует клон на E2, обо-

значим его JE2 .
Клон (частичный клон, ультраклон, частичный ультраклон) K на

E2 называется минимальным, если для любого клона (частичного кло-
на, ультраклона, частичного ультраклона, соответственно) K1 на E2 из
того, что JE2 ⊆ K1 ⊆ K и K1 �= K следует, что K1 = JE2 .
В теории дискретных функций классической является задача описа-

ния решетки клонов. Полное описание такой решетки получено только
для булевых функций. Это было сделано Эмилем Постом в 1921 го-
ду [10; 11]. Таким образом, для других дискретных функций данная
проблема остается открытой уже более 90 лет. В связи с трудностью
решения этой задачи изучается не вся решетка целиком, а только ее
отдельные фрагменты, например, минимальные и максимальные эле-
менты, различные интервалы (см., например, [1; 2; 3; 4; 5]). Минималь-
ные клоны для различных классов дискретных функций изучаются в
[6; 7; 8; 9; 12].
В настоящей работе описаны все минимальные ультраклоны и ча-

стичные ультраклоны на двухэлементном множестве.

2. Минимальные ультраклоны

В этом разделе дано описание всех минимальных ультраклонов на
множестве E2.

Лемма 1. 1) Любой минимальный клон на E2 является минималь-
ным ультраклоном на E2;

2) Функция (−) порождает минимальный ультраклон на E2.

Доказательство. Первая часть очевидна в силу вложенности решетки
клонов на E2 в решетку ультраклонов на E2, вторая — так как функция
(−) является константной.
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Теорема 1. Существует ровно 8 минимальных ультраклонов на E2.

Доказательство. Известно [10; 11], что существует ровно 7 минималь-
ных клонов на E2, которые порождаются следующими булевыми функ-
циями: 0, 1, x̄, x ·y, x∨y, x⊕y⊕z, xy∨xz∨yz. Из леммы 1 следует, что
существует 8 минимальных ультраклонов на E2. Докажем, что других
минимальных ультраклонов на E2 не существует.
Предположим, что некоторая ультрафункция f(x1, . . . , xn) порож-

дает минимальный ультраклон на E2, отличный от указанных выше.
Сначала покажем, что f(x, . . . , x) = x.
Пусть f(x, . . . , x) = g(x). Тогда g(x) сразу не может быть 0, 1, (−), x̄

в силу леммы 1. Осталось проверить следующие варианты: (0−), (−0),
(1−), (−1).
Если g(x) = (−0), то h(x) = g(g(x)) = (0−) и h(h(x)) = 0, что

противоречит минимальности ультраклона.
Аналогичная ситуация, если g(x) = (1−), то h(x) = g(g(x)) = (−1) и

h(h(x)) = 1. Таким образом, f(x, . . . , x) = x.
Так как f не является унарной и булевой функцией, отождествлени-

ем переменных у f можем получить g1(x, y), которая может быть равна
одной из следующих функций: (0−−1), (0−01), (00−1), (0−11), (01−1).
Здесь достаточно рассмотреть первый, второй и четвертый варианты.
Если g1(x, y) = (00 − 1), тогда g1(g1(x, y), y) = x · y, что противоре-

чит минимальности ультраклона. Аналогичная ситуация в двух других
вариантах. Если g1(x, y) = (0 − 11), тогда g1(g1(x, y), y) = x ∨ y, а если
g1(x, y)=(0−−1), тогда h1(x, y, z)=g1(g1(x, y), z) и h1(x, y, h1(x, y, z)) =
xy ∨ xz ∨ yz.
Таким образом, функция f не может порождать минимальный уль-

траклон. Теорема доказана.

3. Минимальные частичные ультраклоны

В этом разделе дано описание всех минимальных частичных уль-
траклонов на множестве E2.

Лемма 2. Любой минимальный ультраклон на E2 является мини-
мальным частичным ультраклоном на E2.

Доказательство. Очевидно в силу вложенности решетки ультраклонов
на E2 в решетку частичных ультраклонов на E2.

Лемма 3. Пусть K – произвольный частичный ультраклон на E2.
Если f(x1, . . . , xn) ∈ K, то eni,D(f) ∈ K.

Известия Иркутского государственного университета.
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Доказательство. Следует из того, что выполняется eni,D(f) = e22(f, e
n
i ).

Теорема 2. Если M — минимальный частичный ультраклон на E2,
тогда либо M – минимальный ультраклон на E2, либо M — мини-
мальный частичный клон на E2, порожденный одной из следующих
функций e11,∅, e11,{0}, e

1
1,{1}, e

2
1,{(00),(11)}.

Доказательство. Следует из лемм 2, 3 и описания минимальных ча-
стичных клонов на E2 в [6; 7].

Следствие 1. Существует ровно 12 минимальных частичных уль-
траклонов на E2.
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S. A. Badmaev, I. K. Sharankhaev

Minimal Partial Ultraclones on a Two-Element Set

Abstract. Set of functions from a finite set A to set of all subsets of A is a natural
generalization of the set of many-valued functions on A (k-valued logic functions). These
generalized functions, which are called multifunctions, often are regarded as incompletely
defined functions. Partial functions, hyperfunctions, ultrafunctions, partial hyperfunc-
tions, partial ultrafunctions on A are arised depending on the type of multifunctions and
superposition.

In the theory of discrete functions the classical problem is description of lattice of
clones - sets of functions that are closed with respect to superposition and contain all
projections. Full description of a lattice is obtained only for Boolean functions by Emil
Post in 1921. Thus this problem remains open more than 90 years for other discrete
functions. Because of difficulty of this problem lattice fragments are studied, for example,
the minimum and maximum elements, different intervals. In particular, we note that
the descriptions of all minimal clones are known for Boolean functions, 3-valued logic
functions, partial functions on two-element and three-element sets, hyperfunctions and
partial hyperfunctions on a two-element set.

In this paper we consider ultrafunctions and partial ultrafunctions on a two-element
set. A description of all minimal clones for these classes of multifunctions is got.

Keywords: minimal clone; partial ultraclone; multifunction; partial ultrafunction;
superposition.
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