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Аннотация. Для моделирования плазмы применяют обычно уравнения Больц-
мана, Власова и другие аналогичные уравнения и системы уравнений с частными
производными. Для них требуется отыскивать решения, удовлетворяющие задан-
ным начальным и краевым условиям, что представляет собой весьма трудноразре-
шимую задачу. Поэтому обычно проводят редукцию к более простой задаче, опи-
сываемой, например, обыкновенными дифференциальными уравнениями. На этом
пути группой французских математиков была предложена модель магнитной изо-
ляции электронов в плоском вакуумном диоде, описываемая системой двух нели-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка. Для этой
модели ее разработчики рассматривали задачу нахождения всех ее точных решений,
т. е. полного интегрирования. В данной статье мы рассматриваем класс систем эл-
липтического типа с многомерным оператором Лапласа, включающий обобщение
модели вакуумного диода, изучавшейся французскими математиками. Такого ро-
да системы встречаются также в моделях химической технологии, математической
биологии и других прикладных областях. Установлено, что решениями рассмат-
риваемого класса систем двух нелинейных уравнений эллиптического типа могут
быть только решения линейного уравнения Гельмгольца. Показано, что свойства
решений уравнения Гельмгольца могут наследоваться решениями изучаемой нели-
нейной системы. Предложен способ конструирования радиально симметричных точ-
ных решений. Рассмотрен целый ряд примеров систем с управлением, для которых
найдены параметрические семейства точных решений, в том числе анизотропных
по пространственным переменным, заданных элементарными или гармоническими
функциями. В том числе указаны примеры глобальных решений, которые определе-
ны на всем пространстве. Полученные в статье явные выражения точных решений
могут иметь не только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку их
можно использовать для тестирования, настройки и адаптации численных методов
и алгоритмов построения приближенных решений краевых задач для обобщенной
модели магнитной изоляции.

Ключевые слова: эллиптические уравнения, нелинейные системы, точные реше-
ния, модель магнитной изоляции.



50 А. А. КОСОВ, Э. И. СЕМЕНОВ

1. Введение

Для моделирования плазмы и движения заряженных частиц в маг-
нитном поле применяют обычно уравнения Больцмана, Власова и дру-
гие аналогичные уравнения и системы уравнений с частными произ-
водными [14; 2]. Для них требуется отыскивать решения, удовлетворяю-
щие заданным начальным и краевым условиям, что представляет собой
весьма трудноразрешимую задачу. Поэтому обычно стараются провести
редукцию к более простой задаче, описываемой, например, обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями (ОДУ). На этом пути группой
французских математиков была предложена модель магнитной изоля-
ции электронов в плоском вакуумном диоде, описываемая системой
двух нелинейных ОДУ второго порядка [12]. Для этой модели ее раз-
работчики рассматривали задачу нахождения всех ее точных решений,
т. е. полного интегрирования. Модель оказалась интересным объектом
для исследования, ее свойства изучались различными методами в ряде
работ [12; 13; 9; 8; 5].
В [4] было предложено рассмотреть обобщенную модель магнитной

изоляции с заменой производных второго порядка трехмерным операто-
ром Лапласа, являющуюся дальнейшим развитием модели вакуумного
диода [12]. Заметим, что правые части исходной [12] и обобщенной [4]
моделей идентичны и зависят от разности квадратов искомых функций.
Системы такого рода, как указано в [11], часто встречаются в тео-
рии тепло- и массопереноса реагирующих систем, в теории химических
реакторов, теории горения и математической биологии. В данной ста-
тье мы рассматриваем в качестве объекта исследования такую систему
эллиптического типа с нелинейностью, зависящей от разности квадра-
тов искомых функций, и основной целью ставим задачу построения ее
точных решений. Отметим, что в работах ведущих специалистов указы-
валось [6; 7; 3; 1] на важную роль построения точных решений нелиней-
ных систем уравнений в частных производных. Перейдем к описанию
точной постановки задачи.

2. Постановка задачи и основные уравнения

В [11] рассмотрена система нелинейных уравнений с частными про-
изводными в двумерном координатном пространстве
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂2ψ

∂x21
+
∂2ψ

∂x22
= ψF (ψ2 − a2) + aG(ψ2 − a2),

∂2a

∂x21
+
∂2a

∂x22
= aF (ψ2 − a2) + ψG(ψ2 − a2),

(2.1)

которая встречается при моделировании стационарных процессов тео-
рии тепло- и массопереноса. Там же предлагается искать точное реше-
ние системы (2.1) в виде

ψ(x1, x2) = r(z) ch (θ(z) + C1x2 + C2) ,
a(x1, x2) = r(z) sh (θ(z) + C1x2 +C2) ,

(2.2)

где z = k1x1+ k2x2, k1, k2, C1, C2 — произвольные постоянные, а функ-
ции r(z), θ(z) должны определяться из системы двух нелинейных ОДУ
второго порядка. Отметим, что если функции F (ψ2 − a2), G(ψ2 − a2) в
системе (2.1) представимы в виде

F (ψ2 − a2) = j√
ψ2 − a2 − 1

, j = const, G(ψ2 − a2) ≡ 0,

то уравнения (2.1) являются обобщением модели магнитной изоляции
вакуумного диода [12; 4].
Цель данной статьи — построение точных решений системы уравне-

ний {
Δψ = ψF (x, ψ2 − a2),
Δa = aF (x, ψ2 − a2), (2.3)

где ψ �
= ψ(x), a

�
= a(x), x ∈ Rn, n ∈ N, n ≥ 2, Δ – n -мерный оператор

Лапласа.
В отличие от (2.1), здесь размерность вектора пространственных

переменных произвольна и может быть больше 2, от этого вектора
может явно зависеть нелинейность F (x,W ), однако вторая нелиней-
ность считается тождественным нулем. Заметим, что класс систем (2.3),
очевидно, включает обобщенную модель магнитной изоляции.
Опираясь на структуру (2.2), точные решения системы (2.3) будем

отыскивать в виде {
ψ(x) = f ch(ω),
a(x) = f sh(ω),

(2.4)

где f �
= f(x), ω �

= ω(x) – пока произвольные дважды дифференциру-
емые по переменным (x1, . . . , xn) функции. После подстановки анзатца
(2.4) в уравнения (2.3) соответственно получим{

A ch(ω) +B sh(ω) = 0,
A sh(ω) +B ch(ω) = 0,

(2.5)
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где приняты обозначения

A
�
= Δf + f |∇ω|2 − fF (x, f2), B �

= fΔω + 2∇f · ∇ω.

Здесь и далее ∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

)
— градиент, символ · означа-

ет скалярное произведение. Относительно переменных A и B система
алгебраических уравнений (2.5) является линейной и однородной, её
определитель равен единице, поэтому она имеет только тривиальное
решение A = 0, B = 0. Следовательно, с учетом введенных обозначений,
система (2.5) сводится к следующим двум нелинейным уравнениям в
частных производных

Δf + f |∇ω|2 = fF (x, f2), (2.6)

fΔω + 2∇f · ∇ω = 0. (2.7)

Уравнения (2.6), (2.7) будем называть разрешающими для системы (2.3)
в виде анзатца (2.4).
С общих позиций система разрешающих уравнений нисколько не

проще исходной системы (2.3), однако, как показано в следующих раз-
делах, такая форма представления задачи может быть полезна для
отыскания точных решений. Приведем теперь еще одну форму пред-
ставления изучаемой системы, полезную для выявления качественных
свойств решений.
Пусть функции ψ = ψ̄(x) и a = ā(x) являются решениями системы

(2.3), тогда из (2.3) получаем Δψ̄(x) = λ(x)ψ̄(x) и Δā(x) = λ(x)ā(x),
где λ(x) = F

(
x, ψ̄2(x)− ā2(x)). Тем самым доказано следующее

Утверждение 1. Решениями ψ = ψ̄(x), a = ā(x) системы (2.3)
могут быть только решения линейного однородного уравнения Гельм-
гольца с переменным коэффициентом

Δu = λ(x)u, (2.8)

где λ(x) — некоторая функция, своя для каждого решения
(
ψ̄(x), ā(x)

)
.

Заметим, что из этого утверждения вытекает, что решения нашей
системы (2.3) наследуют свойства решений уравнения Гельмгольца. В
частности, для системы (2.3) имеет место принцип максимального зна-
чения [10] в следующей форме.

Утверждение 2. Если функция F (x,W ) принимает только поло-
жительные значения, то обе компоненты любого решения ψ̄(x), ā(x)
системы (2.3), определенного внутри некоторой области D ⊂ Rn с
границей ∂D, не могут достигать во внутренних точках области D
максимальных положительных и минимальных отрицательных зна-
чений.
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Так как для обобщенной модели магнитной изоляции вакуумного

диода [12; 4] функция F (x,W ) ≡ j√
W − 1

, j > 0 очевидно, всюду в об-
ласти определения положительна, то принцип максимального значения
справедлив для названной модели.

3. Точные радиально-симметричные решения системы
разрешающих уравнений

В этом разделе мы займемся построением точных радиально-симмет-
ричных решений уравнений (2.6), (2.7). Будем искать решения системы
(2.6), (2.7) в виде

f(x)
�
= f(r), ω(x)

�
= ω(r), где r2 = x21 + x22 + . . .+ x2n, n ≥ 2.

При этом будем полагать, что для нелинейности F (x, f2) выполнено
тождество F (x, f2) ≡ F (r, f2). Простыми вычислениями легко пока-
зать, что имеют место равенства

Δf = f ′′ +
n− 1

r
f ′, ∇f · ∇ω = f ′ω′, |∇ω|2 = ω′2, Δω = ω′′ +

n− 1

r
ω′,

где штрих означает производную по аргументу r. C учетом послед-
них соотношений уравнения в частных производных (2.6), (2.7) пре-
образуются к системе нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений (ОДУ) второго порядка

f ′′ +
n− 1

r
f ′ + fω′2 = fF (r, f2), (3.1)

fω′′ +
(
n− 1

r
f + 2f ′

)
ω′ = 0. (3.2)

Интегрируя ОДУ (3.2) находим

ω′(r) = c1r
1−nf−2(r), (3.3)

где c1 > 0 — произвольная постоянная. Подставляя выражение (3.3) в
(3.1) получим нелинейное ОДУ для функции f(r)

f ′′ + (n− 1)r−1f ′ + c21r
2−2nf−3 = fF (r, f2). (3.4)

Таким образом, задача построения точных радиально-симметричных
решений уравнений (2.6), (2.7) свелась к интегрированию нелинейного
ОДУ второго порядка (3.4) для функции f(r), а ω(r) находится по фор-
муле (3.3) однократным интегрированием по переменной r. При этом
функция F (r, f2) является заданной и в ряде случаев уравнение (3.4)
допускает решения в элементарных или специальных функциях.
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Пример 1. Пусть n > 2 и F (r, f2) ≡ f
2(n−3)
2−n , тогда при c1 = 1,

нелинейное ОДУ (3.4) имеет точное решение f(r) = r2−n, для которого

из формулы (3.3) имеем ω(r) =
rn−2

n− 2
+ c0, c0 = const. Возвращаясь

к исходной системе, находим, что система нелинейных эллиптических
уравнений

Δψ = ψ
(
ψ2 − a2) (n−3)

2−n , Δa = a
(
ψ2 − a2) (n−3)

2−n , (3.5)

имеет точное радиально-симметричное решение вида

ψ(x) =

(
n∑
i=1

x2i

) 2−n
2

ch

⎛⎝ 1

n− 2

(
n∑
i=1

x2i

)n−2
2

+ c0

⎞⎠ ,

a(x) =

(
n∑
i=1

x2i

) 2−n
2

sh

⎛⎝ 1

n− 2

(
n∑
i=1

x2i

)n−2
2

+ c0

⎞⎠ .

Система (3.5) любопытна тем, что в случае n = 3 она расщепляется и
становится линейной.

Пример 2. Система нелинейных эллиптических уравнений

∂2ψ

∂x21
+
∂2ψ

∂x22
=
ψe−2

√
ψ2−a2

(ψ2 − a2)2 ,
∂2a

∂x21
+
∂2a

∂x22
=
ae−2

√
ψ2−a2

(ψ2 − a2)2 ,

обладает точным радиально-симметричным решением вида

ψ (x1, x2) =
1

2
ln

(
x21 + x22

)
ch

(
c0 − 2

ln
(
x21 + x22

)) ,

a (x1, x2) =
1

2
ln

(
x21 + x22

)
sh

(
c0 − 2

ln
(
x21 + x22

)) .

Теперь, приведем пример неавтономной системы (2.3), для которой
построим радиально-симметричное решение в явном виде.

Пример 3. Пусть n = 3 и F (r, f2) ≡ r−4f−4, тогда при c1 = 1,
нелинейное ОДУ (3.4) имеет точное решение f(r) = r−1, для которо-
го из формулы (3.3) находим ω(r) = r + c0, c0 = const. Возвращаясь
к исходной системе, получим, что система нелинейных эллиптических
уравнений

∂2ψ

∂x21
+
∂2ψ

∂x22
+
∂2ψ

∂x23
=

ψ
(
ψ2 − a2)−2(

x21 + x22 + x23
)2 ,
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∂2a

∂x21
+
∂2a

∂x22
+
∂2a

∂x23
=

a
(
ψ2 − a2)−2(

x21 + x22 + x23
)2 ,

имеет точное радиально-симметричное решение вида

ψ (x1, x2, x3) =
ch

(√
x21 + x22 + x23 + c0

)
√
x21 + x22 + x23

,

a (x1, x2, x3) =
sh

(√
x21 + x22 + x23 + c0

)
√
x21 + x22 + x23

.

Отметим, что если в уравнении (3.4) положить F (r, f2) ≡ 1√
f2 − 1

,

то исходная система (2.3) представляет собой обобщенную математиче-
скую модель магнитной изоляции вакуумного диода [12; 4].
Если F (r, f2) ≡ r2−2nΦ(f2), n ≥ 2, то уравнение (3.4) может быть

приведено к автономному виду.
Пусть n = 2, тогда для f(r) ≡ f(ξ), ξ = ln r, уравнение (3.4) преоб-

разуется к виду
d2f

dξ2
= fΦ(f2)− c21f−3. (3.6)

Уравнение (3.6) сводится к квадратуре∫ |f |df√
c21 + c2f2 + 2f2Q(f)

= ξ + c3, (3.7)

где Q(f) =

∫
fΦ(f2)df , c1 > 0, c2, c3 — произвольные постоянные.

Пусть теперь n > 2, тогда для f(r) ≡ f(θ), θ =
r2−n

2− n , уравнение
(3.4) преобразуется к виду

d2f

dθ2
= fΦ(f2)− c21f−3.

Это уравнение аналогично уравнению (3.6), поэтому оно также приво-
дится к квадратуре (3.7).

4. Нелинейные системы с управлением

Рассмотрим более подробно систему (2.3). Функция F (x,W ) в ней
обычно отражает особенности моделируемого процесса, специфику хи-
мической технологии и т. п. Эта функция в некоторых случаях может
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целенаправленно изменяться ради обеспечения желаемого хода про-
цесса, т. е. реализации некоторого точного решения системы. Будем
считать, что такие целенаправленные изменения осуществляются по-
средством аддитивного или мультипликативного управления. Соответ-
ственно этим двум типам управления система принимает вид⎧⎨⎩ Δψ = ψ

(
F̃ (x, ψ2 − a2) + Ua(x)

)
,

Δa = a
(
F̃ (x, ψ2 − a2) + Ua(x)

)
,

(4.1)

или ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Δψ = ψ

Um(x)

Φ(x, ψ2 − a2) ,

Δa = a
Um(x)

Φ(x, ψ2 − a2) ,
(4.2)

В уравнениях (4.1), (4.2) функции F̃ (x, ψ2 − a2) и Φ(x, ψ2 − a2) счи-
таются заданными, а аддитивное Ua(x) и мультипликативное Um(x)
управления можно выбирать. Различный выбор законов управления,
очевидно, влияет на множества решений систем (4.1) и (4.2). Дадим
описание семейства функций ψ(x), a(x), которые гарантированно могут
быть реализованы как точные решения систем (4.1) и (4.2) за счет вы-
бора управления и укажем соответствующие каждому такому решению
законы Ua(x) и Um(x).

Теорема 1. Пусть пара гармонических функций zα(x) и zβ(x) име-
ет ортогональные градиенты, т.е. ∇zα(x) · ∇zβ(x) ≡ 0. Тогда пара
функций

ψ(x) = zα(x) ch zβ(x), a(x) = zα(x) sh zβ(x), (4.3)

является точным решением систем (4.1) и (4.2) при следующем вы-
боре управлений

Ua(x) = |∇zβ(x)|2 − F̃ (x, z2α(x)), (4.4)

Um(x) = |∇zβ(x)|2Φ(x, z2α(x)). (4.5)

Доказательство. Рассмотрим систему (4.1) с аддитивным управлени-
ем Ua(x). В этом случае система разрешающих уравнений (2.6), (2.7)
примет вид

Δf + f |∇ω|2 = f
(
F̃ (x, f2) + Ua(x)

)
fΔω + 2∇f · ∇ω = 0.

или
Δzα(x) + zα(x)|∇zβ(x)|2 = zα(x)

(
F̃ (x, f2) + Ua(x)

)
. (4.6)

zαΔzβ(x) + 2∇zα(x) · ∇zβ(x) = 0. (4.7)
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Здесь мы учли тот факт, что f(x) = zα(x) и ω(x) = zβ(x). Функ-
ции zα(x) и zβ(x) являются гармоническими, имеют ортогональные
градиенты, поэтому (4.7) тождественно выполняется, а из (4.6) полу-
чаем (4.4). Случай мультипликативного управления рассматривается
аналогично и приводит к (4.5). Теорема доказана.

Замечание 1. В случае n = 2 функции zα(x1, x2), zβ(x1, x2) фигури-
рующие в условиях теоремы 1 можно выбрать сопряженными гармони-
ческими, для которых условие ортогональности их градиентов ∇zα(x) ·
∇zβ(x) ≡ 0 заведомо выполняется.

Пример 4. Рассмотрим систему (4.2) с функцией Φ(x, ψ2 − a2) ≡√
ψ2 − a2 − 1. Отметим, что именно эта функция фигурирует в модели

магнитной изоляции [8]. Применяя теорему 1 находим, что в случае
n = 2 система (4.2) вида⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∂2ψ

∂x21
+
∂2ψ

∂x22
=

ψ√
ψ2 − a2 − 1

Um(x1, x2),

∂2a

∂x21
+
∂2a

∂x22
=

a√
ψ2 − a2 − 1

Um(x1, x2),

где

Um(x1, x2) = 9
(
x21 + x22

)2 √(
x31 − 3x1x

2
2

)2 − 1,

имеет в области D = {(x1, x2) :
(
x31 − 3x1x

2
2

)2
> 1} точное анизотропное

по пространственным переменным x1, x2 решение

ψ(x1, x2) =
(
x31 − 3x1x

2
2

)
ch

(
3x21x2 − x32

)
,

a(x1, x2) =
(
x31 − 3x1x

2
2

)
sh

(
3x21x2 − x32

)
.

5. Заключение

Полученные в статье явные выражения точных решений могут иметь
не только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку их мож-
но использовать для тестирования, настройки и адаптации численных
методов и алгоритмов построения приближенных решений краевых за-
дач для систем уравнений эллиптического типа, в том числе обобщен-
ной модели магнитной изоляции. Отметим также, что предложенный
в статье подход может быть использован и для построения точных
решений систем параболического типа.
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A. A. Kosov, E. I. Semenov

Multidimensional Exact Solutions of a Class of Elliptic Systems

Abstract. In plasma modeling, partial differential equations and equation systems
are usually applied, such as Boltzmann or Vlasov equations. Their solutions must meet
initial and boundary conditions which presents a stubborn problem. Thus, the task is
commonly reduced to a simpler one, e.g., to solving ordinary differential equations. This
is the basis for model of magnetic electron isolation in vacuum diode proposed by a group
of French mathematicians. The model is described by a system of two nonlinear ordinary
second-order differential equations, and the problem of finding all exact solutions, i.e.
full integration is concerned. In this paper, the whole concept is further developed into a
class of elliptic equation systems with multidimensional Laplace operator, including both
generalization of the above vacuum diode model and other systems applied in chemical
technology, mathematical biology, etc. It is established that only solutions of Helmholtz
linear equation can be solutions of the elliptic systems considered, and the properties
of the former solutions can be inherited by the latter ones. Method of finding radially
symmetric exact solutions is offered. A series of example control systems are observed,
for which parametrical families of exact solutions (including those anisotropic by spatial
variables) described by elementary or harmonious functions are found. Examples of
global solutions defined on entire space are specified. The explicit expressions of exact
solutions obtained have both theoretical and applied value as they can be used for testing,
development and adaptation of numerical methods and algorithms of finding approximate
solutions for boundary problems within the generalized model of magnetic isolation.

Keywords: equations of elliptic type, nonlinear systems, exact solutions, model of
magnetic insulation.
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