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Аннотация. Метод параметризации решения задач оптимального управления спе-
цифицируется для задач оптимизации, содержащих связи, определяемые интегро-
дифференциальными уравнениями типа Вольтерра. Приближённое решение ищется
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1. Введение

В статье рассматриваются управляемые динамические процессы с за-
паздыванием (последействием), представляемые обыкновенными интег-
ро-дифференциальными уравнениями. Примеры соответствующих мо-
делей физических и экономических систем приведены, в частности, в
[5], [6], [9], [15]. Основные методы решения подобных проблем основаны
на использовании варианта принципа максимума Понтрягина [5], [10].
При этом задача оптимизации процесса сводится к краевой интегро-
дифференциальной задаче с сопряженными переменными, которая ре-
шается в общем случае численно. Второй подход основан на прямых
методах решения [11], [16], заключающихся в полной дискретизации
исходной вариационной проблемы и последующем решении получен-
ной задачи линейного или нелинейного программирования (НП). По-
следний способ может эффективно применяться для задач невысокой
размерности.

В 1978 г. Горбуновым В.К. был предложен метод параметризации [2],
[3] задач оптимального управления, который получил дальнейшее раз-
витие в работах [12], [4], [13], [14]. Метод параметризации заключается в
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произвольном разбиении временного промежутка и представлении ис-
комой функции управления на каждом из промежутков в виде конечно
параметризованной функции, простейшим вариантом может быть по-
лином. Такое кусочно-аналитическое управление можно считать обоб-
щенным сплайном с переменными узлами. Функционалы исходной за-
дачи становятся функциями конечного числа параметров, включая уз-
лы разбиения, и исходная вариационная задача сводится к конечно-
мерной задаче НП. Проблема численного интегрирования исходной и
сопряженных систем в методе параметризации разделена с оптимиза-
цией управления. Это позволяет решать задачу более гибко, чем при
конечно-разностной аппроксимации исходной задачи, и, как правило,
иметь аппроксимирующую задачу НП небольшой размерности.

Данная методика решения оптимизационной проблемы была распро-
странена на задачи с точечным запаздыванием [8] и на случай распреде-
ленного запаздывания с линейным представлением интегральной ком-
поненты [7]. В настоящей работе метод параметризации распространя-
ется на оптимизационные задачи, имеющие интегро-дифференциальные
связи, которые входят нелинейным образом в постановку проблемы. На
тестовом примере показывается эффективность предлагаемого метода
решения оптимизационных проблем с распределенным запаздыванием.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу оптимального управления для системы, имеющей
связи, описываемые интегро-дифференциальными уравнениями типа
Вольтерра. Требуется минимизировать функционал

J = g(x(T )) (2.1)

при ограничениях
ẋ(t) = ϕ(t, x(t), u(t),

t∫
t0

f(t, s, x(s), u(s))ds),

x(t0) = x0;

(2.2)

u(t) ∈ U, t0 6 t 6 T. (2.3)

Будем считать, что фазовая переменная x ∈ Rn, вектор параметров
управления u ∈ Rr, множество U замкнуто в Rr. Функции

ϕ : R1+n+r+m → Rn, f : R2+n+r → Rm и g : Rn → R

будем считать непрерывными и непрерывно-дифференцируемыми по
всем переменным в некоторых областях соответствующих пространств,
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при этом область дифференцируемости должна охватывать множество
допустимых процессов {u(t), x(t)}. Предполагается, что задача (2.1)-
(2.3) разрешима в классе кусочно непрерывных функций u(t).

3. Параметризация задачи

Метод [3] заключается во введении произвольного разбиения промежут-
ка [t0, T ]

t0 < t1 < . . . < tN = T, (3.1)

и закреплении структуры управления на сегментах [tk−1, tk), 1 6 k 6 N .
Приближенное решение исходной задачи ищется в классе управлений
вида:

uµ(t) = ukµ(t; vkµ), tk−1 6 t < tk, k = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , r. (3.2)

Функции uk(t; vk) определены и непрерывны на [tk−1, tk) и принимают
значения в U, параметры vkµ ∈ Rd, соответственно, vk = (vk1 , v

k
2 , . . . , v

k
r ) ∈

Rrd.
При подстановке параметризованного управления (3.2) в (2.2) по-

лучается траектория x(t), зависящая от параметров управления wk =
(tk, vk). Координаты полного вектора параметров будем обозначать
wk00 = tk, w

k
µα = vkµα, 1 6 µ 6 r, 1 6 α 6 d. Всего параметров управле-

ния при переменном T будет (rd + 1)N. Отвечающую им траекторию
представим в виде

x(t) = z(t; v1, t1, . . . , v
k−1, tk−1, v

k), tk−1 6 t < tk. (3.3)

Функция z(t; v1, . . . , tk, v
k+1) определяется на промежутках [tk, tk+1)

интегральными соотношениями, эквивалентными в совокупности зада-
че Коши (2.2). Класс параметризованных управлений (3.2) является
сужением допустимого класса. Предположим, что его функции опреде-
лены для любых наборов параметров {wk} из ограниченного множества

W = {(w1, . . . , wN ) : (3.1), uk(t; vk) ∈ U, k = 1, . . . , N}.

Введем функцию от управляющих параметров {wk} :

ψ(w1, w2, . . . , wN ) = g(z(T ;w1, . . . , wN−1, vN )). (3.4)

В терминах этих функций задача (2.1)-(2.3) принимает форму задачи
нелинейного программирования:

ψ(w1, w2, . . . , wN )→ min (3.5)

при условиях (2.2), (3.2), (w1, w2, . . . , wN ) ∈W.
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Для решения полученной конечномерной задачи можно применять
методы, использующие первые (и вторые) производные целевого функ-
ционала. Однако построение производных представляет собой отдель-
ную проблему, в силу того, что целевой функционал задан опосредо-
ванно относительно переменных w1, w2, . . . , wN .

4. Дифференцирование функционала по параметрам

При подстановке условий (3.1), (3.2) в задачу (2.2) решение z(t; ·) будет
определяться следующим соотношением:

z(t; ·) = x0 +
t∫

t0

ϕ(τ, z(τ ; ·), u(τ),
τ∫

t0

f(τ, s, z(s; ·), u(s))ds)

 dτ. (4.1)

Продифференцируем равенство (3.4) по одному из параметров wkµα :

∂ψ(w1, . . . , wN )
∂wkµα

=
∂g(z(T ;w1, . . . , vN ))

∂z

∂z(T ;w1, . . . , vN )
∂wkµα

. (4.2)

Введем функции

ykµα(t) =
∂z(t;w1, . . . , vj)

∂wkµα
, tj−1 6 t 6 tj , 1 6 k 6 j 6 N. (4.3)

Функции (4.3) представляют собой вариации фазовой траектории от-
носительно соответствующих параметров wkµα. Таким образом, вопрос
вычисления градиента целевой функции (3.5) сводится к вычислению
значений ykµα(T ), 0 6 µ 6 r, 1 6 α 6 d, 1 6 k 6 N.

Представим функцию (4.1) для t ≥ tk−1 в виде

z(t; ·) = z(tk−1) +
tk∫

tk−1

ϕ(τ, z(τ ; ·), u(τ),
τ∫

t0

f(τ, s, z(s; ·), u(s))ds)

 dτ
+

t∫
tk

ϕ(τ, z(τ ; ·), u(τ),
tk∫
t0

f(tk, s, z(s; ·), u(s))ds

+
τ∫

tk

f(τ, s, z(s; ·), u(s))ds)

 dτ.
(4.4)

Введем обозначение q(t) =
t∫

t0

f(t, s, x(s), u(s))ds и продифференци-

руем равенство (4.4) по переменной tk, тогда для вариации по этой
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переменной получаем задачу Коши

yk00(t) =
∂z(t; . . .)
∂tk

=

ϕ
(
tk, x(tk), uk(tk, vk), q(tk)

)
− ϕ

(
tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1), q(tk)

)
+

t∫
tk

(
∂ϕ(τ, x(τ), u(τ), q(τ))

∂x
yk00(τ) +

∂ϕ(τ, x(τ), u(τ), q(τ))
∂q

×(
f
(
τ, tk, x(tk), uk(tk, vk)

)
− f

(
τ, tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1)

)
+

τ∫
tk

∂f(τ, s, x(s), u(s))
∂x

yk00(s)ds


 dτ,

которую можно представить в виде



yk00(tk) =
ϕ
(
tk, x(tk), uk(tk, vk), q(tk)

)
− ϕ

(
tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1), q(tk)

)
,

ẏk00(t) =
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂x
yk00(t) +

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂q

×(
f
(
t, tk, x(tk), uk(tk, vk)

)
− f

(
t, tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1)

)
+

t∫
tk

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂x

yk00(s)ds

 .
(4.5)

Для нахождения вариации по параметрам управления продиффе-
ренцируем равенство (4.4) по переменной vkµα

ykµα(t)=
t∫

tk−1

(
∂ϕ(τ, x(τ), u(τ), q(τ))

∂x
ykµα(τ)+

∂ϕ(τ, x(τ), u(τ), q(τ))
∂uµ

×

∂ukµ(τ, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (τ)+
∂ϕ(τ, x(τ), u(τ), q(τ))

∂q

τ∫
tk−1

(
∂f(τ, s, x(s), u(s))

∂x
ykµα(s)

+
∂f(τ, s, x(s), u(s))

∂uµ

∂ukµ(s, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (s)

)
ds

)
dτ,

здесь функция Ikk−1(s) = 1, если s ∈ [tk−1; tk), 0 в противном случае.
Тогда, получаем задачу Коши для вариации по переменной vkµα
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ẏkµα(t) =
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂x
ykµα(t)+

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂uµ

∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (t) +

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂q

×
t∫

tk−1

(
∂f(t, s, x(s), u(s))

∂x
ykµα(s)+

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂uµ

∂ukµ(s, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (s)

)
ds,

ykµα(tk−1) = 0.

(4.6)

Полученные формулы (4.5), (4.6) позволяют найти требуемые значе-
ния ykµα(T ), тем самым решить проблему построения градиента целе-
вого функционала (3.5). Однако, данный подход является недостаточно
эффективным с точки зрения скорости вычисления градиента, так как
для построения градиента кроме задачи Коши (2.2) требуется также
вычисление N(rd+ 1) задач Коши (4.5), (4.6).

Для дальнейших преобразований представим систему (2.2) в виде
ẋ(t) = ϕ(t, x(t), u(t), q(t)),

q̇(t) = f(t, t, x(t), u(t)) +
t∫

t0

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂t

ds,

x(t0) = x0, q(t0) = 0.

(4.7)

Обозначим
h(t, s, x, u) =

∂f(t, s, x, u)
∂t

.

Пусть (x(t), q(t)) – решение задачи (4.7), тогда для любой липшицевой
функции p = (px, pq) : R→ Rn+m имеет место равенство (см. [5]):

〈px(T ), x(T )〉+ 〈pq(T ), q(T )〉 − 〈px(t0), x(t0)〉 =

=
T∫
t0

 〈ṗx(t), x(t)〉+ 〈ṗq(t), q(t)〉+ 〈px(t), ϕ(t, x(t), u(t), q(t))〉+

〈pq(t), f(t, t, x(t), u(t))〉+
T∫
t

〈pq(s), h(s, t, x(t), u(t))〉ds

 dt.
(4.8)

Учитывая представление (4.7) для задачи (2.1)–(2.3), введем функ-
цию Понтрягина [5]

H(t, x, q, u, p) = 〈px(t), ϕ(t, x, u, q)〉+ 〈pq(t), f(t, t, x, u)〉+
T∫
t

〈pq(s), h(s, t, x, u)〉ds. (4.9)
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Здесь функция p(t) является сопряжённой относительно систем в вари-
ациях (4.5), (4.6) и определяется линейными уравнениями

ṗx(t) = −∂H(t, x(t), q(t), u(t), p(t))
∂x

, ṗq(t) = −∂H(t, x(t), q(t), u(t), p(t))
∂q

.

С учетом определения (4.9) это интегро-дифференциальные уравнения

ṗx(t) = −
[
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂x

]T
px(t)−[

∂f(t, t, x(t), u(t))
∂x

]T
pq(t)−

T∫
t

[
∂h(s, t, x(t), u(t))

∂x

]T
pq(s)ds;

(4.10)

ṗq(t) = −
[
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂q

]T
px(t). (4.11)

Для выбора конкретной функции p(t) введём конечное условие

px(T ) =
∂g(x(T ))

∂x
, pq(T ) = 0. (4.12)

Для функции yk00(t) (4.5) воспользуемся соотношением (4.8), под-
ставим (4.10), (4.11) и найдем выражение

〈px(T ), yk00(T )〉 − 〈px(tk), yk00(tk)〉 =
T∫
tk

(
〈ṗx(t), yk00(t)〉+

〈
ṗq(t),

t∫
tk

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂x

yk00(s)ds

〉
+
〈
pq(t),

∂f(t, t, x(t), u(t))
∂x

yk00(t)
〉

+
T∫
t

〈
pq(s),

∂h(s, t, x(t), u(t))
∂x

yk00(t)
〉
ds

+
〈
px(t),

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂x

yk00(t) +
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂q
×(

f
(
t, tk, x(tk), uk(tk, vk)

)
− f

(
t, tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1)

)
+

t∫
tk

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂x

yk00(s)ds
)〉)

dt =
T∫
tk

〈
px(t),

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂q

×
(
f
(
t, tk, x(tk), uk(tk, vk)

)
− f

(
t, tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1)

))〉
dt.

(4.13)
Используя полученное соотношение (4.13), выражения (4.2), (4.3),

конечное условие (4.12), начальное (4.5) и определение функции Понт-
рягина (4.9) нетрудно получить формулу частной производной по пере-
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менной tk (1 6 k < N)

∂ψ(w1, . . . , wN )
∂tk

=
∂g(z(T ; . . . , vN ))

∂z

∂z(T ;w1, . . . , vN )
∂wkµα

= 〈p(T ), y(T )〉

=
T∫
tk

〈
px(t),

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂q

(
f
(
t, tk, x(tk), uk(tk, vk)

)
−f

(
t, tk, x(tk), uk+1(tk, vk+1)

))〉
dt+ 〈p(tk), yk00(tk)〉 =

H(tk, x(tk), q(tk), u(tk − 0), p(tk))−H(tk, x(tk), q(tk), u(tk + 0), p(tk)).
(4.14)

Для вывода производной по переменным vkµα введем обозначение

q̃(t) =
t∫

tk−1

(
∂f(t, s, x(s), u(s))

∂x
ykµα(s) +

∂f(t, s, x(s), u(s))
∂uµ

∂ukµ(s, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (s)

)
ds.

С учетом введенной функции q̃(t) к вариации ykµα(t) (4.6) применим
соотношение (4.8), подставим (4.10) и вычислим выражение

〈px(T ), ykµα(T )〉 − 〈px(tk−1), ykµα(tk−1)〉 =
T∫

tk−1

〈ṗx(t), ykµα(t)
〉

+

〈ṗq(t), q̃(t)〉+
〈
px(t),

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂x

ykµα(t)+

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂q

q̃(t) +
∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))

∂uµ

∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (t)

〉
+〈

pq(t),
∂f(t, t, x(t), u(t))

∂x
ykµα(t) +

∂f(t, t, x(t), u(t))
∂uµ

∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (t)

〉

+
T∫
t

〈
pq(s),

∂h(s, t, x(t), u(t))
∂x

ykµα(t)+

∂h(s, t, x(t), u(t))
∂uµ

∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

Ikk−1 (t)

〉
ds

]
dt =

=
tk∫

tk−1

[〈
p(t),

∂ϕ(t, x(t), u(t), q(t))
∂uµ

〉
+

〈
pq(t),

∂f(t, t, x(t), u(t))
∂uµ

〉

+
T∫
t

〈
pq(s),

∂h(s, t, x(t), u(t))
∂uµ

〉
ds

 ∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

dt.

(4.15)
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Используя полученное соотношение (4.15), выражения (4.2), (4.3),
конечное условие (4.12), начальное (4.6) и определение функции Понт-
рягина (4.9), аналогично частной производной по переменной tk, найдем
частные производные первого порядка по переменным vkµα (0 6 µ 6 r,
1 6 α 6 d, 1 6 k 6 N)

∂ψ(w1, . . . , wN )
∂vkµα

=
∂g(z(T ; . . . , vN ))

∂z

∂z(T ;w1, . . . , vN )
∂wkµα

=

〈p(T ), y(T )〉 =
tk∫

tk−1

∂H(t, x(t), q(t), u(t), p(t))
∂uµ

∂ukµ(t, vk)
∂vkµα

dt.
(4.16)

Если конечный момент времени T является подвижным, то вариация
фазовой траектории по T конечна

yN00(T ) = ϕ

T, x(T ), u(T ),
T∫
t0

f(T, s, x(s), u(s))ds

 ,
и производная находится по формуле

∂ψ(w1, . . . , wN )
∂T

=

〈
px(T ), ϕ

T, x(T ), u(T ),
T∫
t0

f(T, s, x(s), u(s))ds

〉 .
(4.17)

Теперь для вычисления производных (4.2) требуется решить помимо
основной задачи Коши (2.2), (3.2) дополнительно задачу (4.10), (4.12) и
определить функцию (4.9). После этого, вычисление градиента сводится
к вычислению определенных интегралов (4.16), (4.17), а также значений
(4.14). Приведенный алгоритм менее трудоемок по сравнению с прямым
вычислением по формулам (4.5), (4.6).

5. Пример

Рассмотрим тестовый пример (построен на основе примера из [1]):



ẋ1(t) = u(t) +
t∫

0

(tu(s) + x1(s) + 1− s− t) exp{s(t− s)}ds,

ẋ2(t) =
(
tx1(t)− u(t)− t2 + t+ 1

)2
,

x1(0) = x2(0) = 0,
x2(1)→ inf .

Решение этой задачи известно: u∗(t) = t exp{t2}+1, x∗1(t) = exp{t2}−
1 + t, x∗2(t) ≡ 0. Следовательно, минимальное значение целевого функ-
ционала равно нулю.
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Решение строилось на отрезке [0; 1] в классе кусочно-линейных

u(t) = v0k + v1kt, tk−1 6 t 6 tk, 1 6 k 6 N.

и кусочно-квадратичных управлений

u(t) = v0k + v1kt+ v2kt
2, tk−1 6 t 6 tk, 1 6 k 6 N.

при N = 2, 3.
Для нахождения решения использовался поэтапный алгоритм услож-

нения параметризации управления:
– на первом этапе решение находилось при N = 2, т.е управление

параметризовалось в классе кусочно-линейных с одним моментом пере-
ключения управления функций, таким образом, задача НП содержала
5 переменных.

– решение, полученное на первом этапе использовалось в качестве
начального приближения для кусочно-линейного управления с двумя
моментами переключения и для кусочно-квадратичного управления с
одним моментом переключения.

– на втором этапе решение строилось при N = 3 для кусочно-линей-
ного управления с двумя переключениями, задача НП в этом случае
имела 8 переменных. Также строилось решение при N = 2 для кусочно-
квадратичного управления с одним моментом переключения, задача
НП имела 7 переменных.

– на третьем этапе управление параметризовалось в классе кусочно-
квадратичных функций с двумя переключениями. В качестве начально-
го приближения использовалось соответствующее решение, полученное
на предыдущем этапе для N = 2. Задача НП имела 11 переменных.

Все задачи НП решались методом Ньютона, матрица вторых произ-
водных вычислялась на основе градиентов разностными аппроксима-
циями. Численный эксперимент проводился при двух способах вычис-
ления градиента: первый основывался на использовании формул (4.14),
(4.16), второй на численном дифференцировании – аппроксимации гра-
диента на основе вычисления значений целевой функции (3.5).

Введем обозначения: h – шаг интегрирования задач Коши для (2.2),
(4.10), J – значение функционала (3.5) на полученном решении, NC –
число полных задач Коши на интервале [0; 1], NI – число полных инте-
гралов на [0; 1] (по формулам (4.16)), ∆u = max

i∈I
|u∗(ti) − u(ti)|, ∆x1 =

max
i∈I
|x∗1(ti)− x1(ti)|. Здесь I = {1, 2, . . . , 51}, ti = t0 + (i− 1)(T − t0)/50.

Интегрирование выполнялось методом Рунге-Кутты 2-го порядка. В
силу того, задачи (2.2), (4.10) «имеют память», приходилось сохранять
решения для переменных x и p на некоторой сетке. Если требовалось
какое-то промежуточное значение фазовой и сопряженной переменных,
то они вычислялись линейной интерполяцией по сохраненым значения.
Результаты эксперимента приведены в таблицах 1, 2.
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Таблица 1.
Результаты решения (первый способ)

функция h J NC NI ∆u ∆x1

управления
линейная 0,005 0,002652 379 288 0,164 0,0068
с одним 0.01 0,002663 343 288 0,164 0,0068

переключением 0.05 0,002705 376 320 0,163 0,0067
линейная 0,005 0,000502 1593 1500 0,070 0,0023
с двумя 0.01 0,000507 953 850 0,070 0,0020

переключениями 0.05 0,000525 677 600 0,070 0,0019
квадратичная 0,005 0,000063 824 1122 0,025 0,0007

с одним 0.01 0,000064 609 792 0,026 0,0006
переключением 0.05 0,000075 598 792 0,032 0,0013
квадратичная 0,005 0,000019 629 816 0,016 0,0004

с двумя 0.01 0,000011 770 1020 0,008 0,0005
переключениями 0.05 0,000023 563 714 0,010 0,0022

Таблица 2.
Результаты решения (второй способ)

функция h J NC ∆u ∆x1

управления
линейная 0,005 0,002650 2171 0,167 0,0085
с одним 0.01 0,002661 2171 0,167 0,0085

переключением 0.05 0,002703 2171 0,166 0,0084
линейная 0,005 0,001098 3673 0,099 0,0080
с двумя 0.01 0,001140 3684 0,102 0,0055

переключениями 0.05 0,001267 3678 0,100 0,0042
квадратичная 0,005 0,000443 3315 0,080 0,0055

с одним 0.01 0,000439 3323 0,080 0,0055
переключением 0.05 0,000563 3316 0,068 0,0030
квадратичная 0,005 0,000051 11321 0,018 0,0007

с двумя 0.01 0,000034 6803 0,016 0,0014
переключениями 0.05 0,000075 4555 0,032 0,0013

Данные таблицы показывают, что оба способа вычисления градиента
приводят к приемлемому решению и дают эквивалентные относитель-
но значения целевого функционала результаты при кусочно-линейной
параметризации с одним моментом переключения. Однако при услож-
нении параметризации решение, полученное на основе формул (4.14),
(4.16), имеет лучшее значение функционала, лучшее приближение к оп-
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тимальному решению, а также меньшие объемы вычислительных опе-
раций за счет существенного сокращения количества задач Коши. При-
веденные значения шага интегрирования обеспечивают практически оди-
наковое качество получаемого решения.
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The parameterization method for optimizing the systems which

have integro-differential equations

Abstract. The parameterization method (It was created for solving optimal control
problems) is specified for variational problems with Volterra integro-differential equations.
The approximation solution is a variational spline.
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