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Аннотация. Рассматривается задача оценки погрешности вычисления градиента
функций классов Соболева при кусочно-линейной аппроксимации на триангуляци-
ях. Традиционно подобного рода задачи рассматриваются для непрерывно диф-
ференцируемых функций. При этом в соответствующих оценках отражается как
класс гладкости функций, так и качество симплексов триангуляции. Однако в зада-
чах обоснования существования решения вариационной задачи нелинейной теории
упругости возникают условия на допустимые деформации в терминах обобщен-
ных производных. Поэтому для численного решения указанных задач требуются
условия обеспечивающие необходимую аппроксимацию производных непрерывных
функций классов Соболева. Получена интегральная оценка указанной погрешности
для непрерывно дифференцируемых функций в терминах норм соответствующих
пространств для функций, которые отражают, с одной стороны, качество триангу-
ляции полигональной области, а с другой стороны, класс функций с обобщенными
производными. Последнее выражено в терминах мажоранты модуля непрерывности
градиента. Для получения окончательной оценки доказана возможность предельно-
го перехода по норме пространства Соболева.
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Abstract. The article considers the problem of estimating the error in calculating the
gradient of functions of Sobolev classes for piecewise linear approximation on triangula-
tions. Traditionally, problems of this kind are considered for continuously differentiable
functions. In this case, the corresponding estimates reflect both the smoothness class of
the functions and the quality of the triangulation simplexes. However, in problems of
substantiating the existence of a solution to a variational problem in the nonlinear theory
of elasticity, conditions arise for permissible deformations in terms of generalized deriva-
tives. Therefore, for the numerical solution of these problems, conditions are required
that provide the necessary approximation of the derivatives of continuous functions of the
Sobolev classes. In this article, an integral estimate of the indicated error for continuously
differentiable functions is obtained in terms of the norms of the corresponding spaces for
functions that reflect, on the one hand, the quality of triangulation of the polygonal
region, and on the other hand, the class of functions with generalized derivatives. The
latter is expressed in terms of the majorant of the modulus of continuity of the gradient.
To obtain the final estimate, the possibility of passing to the limit using the norm of the
Sobolev space is proven.
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1. Введение

Рассмотрим в Rn, n ≥ 1 область D как внутренность выпуклого
многогранника. Пусть в D ⊂ Rn задан конечный набор точек P =
{pi}, i = 1, ..., N . Для функции f ∈ C(D)∩W 1

p (D), p ≥ 1 ставится задача
о приближенном вычислении ее производных по известным значениям
функции в точках pi. Здесь W 1

p (D) обозначается класс функций Собо-
лева, имеющих обобщенные производные, и интегрируемых в степени p
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вместе со своими обобщенными производными. Одним из методов реше-
ния указанной задачи аппроксимации является метод, основанный на
построении триангуляции T множества точек P — системы симплексов
с вершинами из P , которые попарно не пересекаются по внутренним
точкам и объединение которых дает замыкание D. Если такой симплекс
S ∈ T имеет вершины pi0 , pi1 , ..., pin ∈ P , то можно найти функцию вида
fS(x) = 〈a, x〉 + b такую, что

f(pik) = fS(pik), k = 0, ..., n.

Через LfT (x) обозначим кусочно-линейную функцию

LfT (x) = fS(x), x ∈ S ∈ T.

Тогда приближенным значением градиента ∇f(x) для точек x ∈ S,
в которых функция дифференцируема (а она дифференцируема по-
чти всюду в D), можно считать значение градиента этой линейной
функции ∇fS(x). Такой способ аппроксимации градиента использовал-
ся в работе [5] для построения алгоритма вычисления пространственной
формы равновесного состояния гиперупругого тела под воздействием
деформаций. При этом ограничения, накладываемые на деформации,
формулировались в терминах отображений классов Соболева, а их тео-
ретическое обоснование дано в работах [1; 10; 16].

Напомним, что триангуляция T называется триангуляцией Делоне
[11], если выполнено следующее условие пустоты сферы: для всякого
симплекса S ∈ T его описанная сфера не содержит внутри себя то-
чек набора P . Аналогичное условие пустой сферы для триангуляций
поверхностей было введено и изучено в работах [6; 7]. Там же получе-
ны оценки погрешности кусочно-линейной аппроксимации. В работе [4]
построен многомерный аналог классического примера Шварца [2], для
которого изучена связь аппроксимации градиента с условием пустой
сферы. Стоит привести работы [12–15], в которых получены аналогич-
ные результаты в несколько иных формулировках. Тем не менее надо
заметить, что во всех этих работах упор был сделан на аппроксимацию
градиента непрерывно-дифференцируемых функций, тогда как настоя-
щая статья посвящена получению оценок аппроксимации для функций
с обобщенными производными.

2. Основные результаты

Предположим, что функция f ∈ C(D)∩W 1
p (D). Рассмотрим некото-

рую непрерывную функцию ω(x, t) : D × [0,+∞), неубывающую по t.
Обозначим через Cω(D) класс непрерывных и почти всюду дифферен-
цируемых функций, таких, что

|∇f(x)−∇f(y)| ≤ ω(x, |x− y|), (2.1)

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 49. С. 78–89



ОЦЕНКИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПРОИЗВОДНЫХ 81

для почти всех x, y ∈ D. Положим

σ(x, d) =
1

d

d∫

0

ω(x, t)dt.

Поскольку функция ω(x, t) не убывает по t, то выполнено неравенство

σ(x, d) ≤ ω(x, d). (2.2)

Для заданной триангуляции T области D определим функцию ET , по-
лагая для почти всех x ∈ D

ET (x) = max
y∈S,S∈T,S∋x

ω(y,diamS).

Наконец, определим функцию ΦT (x) для всех x ∈ D следующим обра-
зом. Рассмотрим симплекс S ∈ T , содержащий точку x. Пусть этот сим-
плекс образован вершинами q0, q1, ..., qn ∈ P . Построим матрицу Gk, k =
0, 1, ..., n, записав в ее строках координаты векторов (qi−qk)/|qi−qk|. По-
скольку предполагается невырожденность симплексов триангуляции,
матрица Gk получается невырожденной. Положим

ΦT (x) = min
k=0,1,...,n

||G−1
k ||. (2.3)

Здесь и далее используется норма матрицы, определяемая по формуле

||A|| =
√
trATA.

Рассмотрим получение оценки погрешности вычисления градиента в
пространстве W p

1 (D) сначала для функций класса C1(D). Имеет место

Теорема 1. Пусть f ∈ C1(D)∩W 1
p (D), p ≥ 1. Тогда имеет место оценка

||∇f −∇LfT ||Lp(D) ≤ ||ET ||Lp(D) +
√
n||ΦT · ET ||Lp(D). (2.4)

Отметим, что оценка погрешности в (2.4) имеет форму, в которой
можно формально перейти к пределу, приближая функции f ∈ C(D)∩
W 1
p (D), p ≥ 1 функциями класса C1(D) ∩W 1

p (D), p ≥ 1. Возможность
такого перехода будет доказана ниже в теореме 3. И следовательно,
будет доказан следующий результат.

Теорема 2. Пусть f ∈ C(D) ∩W 1
p (D), p ≥ 1. Если функции ET ,ΦT ·

ET ∈ Lp(D) то имеет место оценка

||∇f −∇LfT ||Lp(D) ≤ ||ET ||Lp(D) +
√
n||ΦT · ET ||Lp(D). (2.5)
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3. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. Пусть f ∈ C1(D) и L(x) – линейная
функция вида L(x) = 〈A, x〉 + a в n-мерном симплексе S ∈ T с верши-
нами в точках q0, q1, ..., qn ∈ P , удовлетворяющая соотношениям

L(qi) = f(qi), i = 0, ..., n.

Воспользуемся формулой Тейлора. Тогда получим такую систему соот-
ношений:

〈A, qi〉+ a = L(qi) = f(qi) =

= f(q0) + 〈∇f(q0), qi − q0〉+ βi(qi − q0), i = 0, 1, ..., n,

или, вычитая из всех соотношений соотношение при i = 0, получаем

〈A, qi − q0〉 = 〈∇f(q0), qi − q0〉+ βi(qi − q0), i = 1, 2, ..., n.

Здесь βi — остаточные члены в формуле Тейлора. Откуда

〈A−∇f(q0),
qi − q0
|qi − q0|

〉 = 1

|qi − q0|
βi(qi − q0), i = 1, 2, ..., n,

или, что то же самое:

〈∇LfT (q0)−∇f(q0),
qi − q0
|qi − q0|

〉 = 1

|qi − q0|
βi(qi − q0), i = 1, 2, ..., n.

Используя обозначения для матриц Gk, перепишем последнее равенство
в виде

G0 · (∇LfT (q0)−∇f(q0)) = b,

где вектор b = (b1, ..., bn),

bi =
1

|qi − q0|
βi(qi − q0), i = 1, 2, ..., n.

Поэтому
∇LfT (q0)−∇f(q0) = G−1

0 · b.
Тогда получаем такую оценку разности градиентов:

|∇LfT (q0)−∇f(q0)| ≤ ||G−1
0 || · |b|. (2.6)

Необходимо оценить величины βi. Используя непрерывную дифферен-
цируемость f(x), получаем

f(x)− f(x0) =
1∫

0

d

dt
f(x0+ t(x−x0))dt =

1∫

0

〈∇f(x0+ t(x−x0)), x−x0〉 =

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 49. С. 78–89
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=

1∫

0

〈∇f(x0 + t(x− x0))−∇f(x0), x− x0〉dt+
1∫

0

〈∇f(x0), x− x0〉dt =

= 〈∇f(x0), x− x0〉+
1∫

0

〈∇f(x0 + t(x− x0))−∇f(x0), x− x0〉dt.

Воспользуемся определением модуля непрерывности

|βi(qi − q0)| = |f(qi)− f(q0)− 〈∇f(q0), qi − q0〉| ≤

≤
1∫

0

|∇f(q0 + t(qi − q0))−∇f(q0)||qi − q0|dt ≤

≤
1∫

0

ω(q0, t|qi − q0|)|qi − q0|dt =
|qi−q0|∫

0

ω(q0, t)dt.

Следовательно,

|b| ≤ √
nmax

i
|bi| ≤≤ √

nmax
i

1

|qi − q0|

|qi−q0|∫

0

ω(q0, t)dt.

Функция
r∫

0

ω(q0, t)dt

выпукла вниз по r, и следовательно, функция

1

r

r∫

0

ω(q0, t)dt

не убывает. Тогда будем иметь

|b| ≤ √
n

1

diamS

diamS∫

0

ω(q0, t)dt.

Таким образом, объединяя полученное неравенство с (2.6), будем иметь

|∇LfT (q0)−∇f(q0)| ≤
√
n||G−1

0 || · σ(q0,diamS). (2.7)
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Тогда


∫

D

|∇f(x)−∇LfT (x)|pdx




1
p

=


∑

S∈T

∫

S

|∇f(x)−∇LfT (x)|pdx




1
p

.

Поскольку в каждом симплексе ∇LfT (x) = const и ∇f(x) ∈ C(S), то
найдутся точки xS ∈ S такие, что

∫

S

|∇f(x)−∇LfT (x)|p = |∇f(xS)−∇LfT (q0)|p|S|.

При этом в каждом симплексе выберем вершину q0 такую, на кото-
рой достигается минимум в (2.3). Применяя неравенство Минковского,
получаем оценку



∫

D

|∇f(x)−∇LfT (x)|pdx




1
p

≤
(
∑

S∈T

|∇f(xS)−∇f(q0)|p|S|
) 1

p

+

(
∑

S∈T

|∇f(q0)−∇LfT (q0)|p|S|
) 1

p

(2.8)

По определению функции ω(x, r) для первого слагаемого имеем
(
∑

S∈T

|∇f(xS)−∇f(q0)|p|S|
) 1

p

≤

(
∑

S∈T

ωp(q0, xS − q0)|S|
) 1

p

≤
(
∑

S∈T

ωp(q0,diamS)|S|
) 1

p

.

Для оценки второго интеграла в (2.8) воспользуемся оценкой (2.7) и
неравенством (2.2):
(
∑

S∈T

|∇f(q0)−∇LfT (q0)|p|S|
) 1

p

≤√
n

(
∑

S∈T

||G−1
0 ||p · σp(q0,diamS)|S|

) 1
p

≤

≤ √
n

(
∑

S∈T

||G−1
0 ||p · ωp(q0,diamS)|S|

) 1
p

.

Объединяя полученные оценки, приходим к неравенству


∫

D

|∇f(x)−∇LfT (x)|pdx




1
p

≤
(
∑

S∈T

ωp(q0,diamS)|S|
) 1

p

+

Известия Иркутского государственного университета.
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+
√
n

(
∑

S∈T

||G−1
0 ||p · ωp(q0,diamS)|S|

) 1
p

.

Согласно определениям функций ET (x),ΦT (x) получаем неравенство



∫

D

|∇f(x)−∇LfT (x)|pdx




1
p

≤


∑

S∈T

∫

S

EpT (x)dx




1
p

+

+
√
n


∑

S∈T

∫

S

ΦpT (x)E
p
T (x)dx




1
p

≤

≤



∫

D

EpT (x)dx




1
p

+
√
n



∫

D

ΦpT (x)E
p
T (x)dx




1
p

.

Таким образом, теорема 1 доказана.�
Для выполнения предельного перехода в доказанном неравенстве в

пространстве W 1
p (D) необходимо доказать следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть D′ ⋐ D – компактно вложенная подобласть в D
и f ∈ Cω(D) ∩ W 1

p (D). Тогда найдется последовательность функций

fk ∈ C∞(D) ∩ Cωk
(D) ∩W 1

p (D), таких, что

||fk − f ||W 1
p (D

′) → 0, (2.9)

причем для всех достаточно малых r > 0

ωk(·, r) → ω(·, r) равномерно в D′. (2.10)

Доказательство. Положим δ = dist(D′, ∂D) > 0. Рассмотрим функцию
ϕ(x) ∈ C∞(Rn) с компактным носителем, расположенным в единичном
шаре с центром в начале координат в Rn такую, что

ϕ(x) ≥ 0,

∫

Rn

ϕ(x)dx = 1.

Для всякого 0 < ε < δ/2 построим функцию fε(x), полагая

fε(x) =

∫

D

f(y)ϕ

(
x− y

ε

)
ε−ndy =
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=

∫

|z|≤ε

f(x− z)ϕ
(z
ε

)
ε−ndz.

Известно, что fε → f в W 1
p (D

′) при ε→ 0. Положим

ωε(x, r) =

∫

D

ω(y, r)ϕ

(
x− y

ε

)
ε−ndy.

Покажем, что fε ∈ Cωε(D). Известно, что

∇fε(x) =
∫

D

∇f(y)ϕ
(
x− y

ε

)
ε−ndy =

=

∫

|z|≤ε

∇f(x− z)ϕ
(z
ε

)
ε−ndz.

Здесь применяется покомпонентное интегрирование вектор-функций.
Тогда, беря 0 < r < δ/2 ( в этом случае x+ r − z ∈ D), будем иметь

|∇fε(x)−∇fε(x+ r)| =

=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

|z|≤ε

∇f(x− z)ϕ
(z
ε

)
ε−ndz −

∫

|z|≤ε

∇f(x− z + r)ϕ
(z
ε

)
ε−ndz

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

|z|≤ε

|∇f(x−z)−∇f(x−z+r)|ϕ
(z
ε

)
ε−ndz ≤

∫

|z|≤ε

ω(x−z, r)ϕ
(z
ε

)
ε−ndz=

∫

D

ω(y, r)ϕ

(
x− y

ε

)
ε−ndy = ωε(x, r).

Осталось выбрать fε(x) для ε = 1/k, k > 2/δ. Равномерная сходимость в
(2.10) следует из непрерывности ω и леммы 7.1 из [3]. Теорема доказана.

Пояснение к доказательству теоремы 2. Заметим, что из сходимо-
сти (2.9) следует возможность выполнить предельный переход в левой
части неравенства (2.5). Сходимость же в (2.10) позволяет сделать вы-
вод о сходимости в норме Lp функций EkT , построенных по ωk(·, r) к
функции ET , построенной по ω(·, r). Поскольку триангуляция фиксиро-
вана, то функция ΦT ограничена и не зависит от k. Это дает требуемую
сходимость обоих норм в правой части неравенства (2.5).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2024. Т. 49. С. 78–89



ОЦЕНКИ КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПРОИЗВОДНЫХ 87

3. Заключение

Таким образом, в статье получены оценки в норме Lp погрешности
вычисления градиента непрерывных функций классов Соболева для
кусочно-линейной интерполяции на триангуляциях полигональной об-
ласти. Полученные оценки связывают качество триангуляции, т. е. сим-
плексов ее отдельных элементов с классов интегрируемости мажоранты
модуля непрерывности градиента. Заметим также, что результаты, по-
лученные В. М. Миклюковым в работах [8;9], дают возможность распро-
странить оценки погрешности аппроксимации, полученные в настоящей
статье на случай функций классов ACLp(D).
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