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Аннотация. Рассматривается многоагентная логика деревьев вычислений — 𝒞𝒯 ℒ𝒦
(Computation Tree Logic with Knowledge). Каждый агент представляет свой соб-
ственный вычислительный маршрут исходной задачи, а каждое новое ветвление
возможных вычислительных маршрутов порождает новых агентов. Логика 𝒞𝒯 ℒ𝒦
представляет собой естественное обогащение языка 𝒞𝒯 ℒ дополнительными операто-
рами знания. Предложена реляционная — альтернативная автоматной — семантика
логики, описаны свойства 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фреймов, доказана финитная аппроксимируе-
мость.
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1. Введение

Комбинирование временных логик и логики знания представляет
собой мощный инструмент формальной верификации программных си-
стем с несколькими агентами. Оно позволяет моделировать различ-
ные сценарии взаимодействия агентов и проверять соответствующие
свойства системы, что потенциально позволяет значительно улучшить
качество и надежность программного обеспечения [9].

Различные подходы к интерпретации внутренних свойств при моде-
лировании временного процесса и процесса сохранения и передачи дан-
ных привели к формированию труднообозримой области исследований
[5;6;10]. В [11] приводится классификация таких логик по использован-
ному языку и требованиям к системе, для которой будет использоваться
тот или иной представитель класса. Свойства знаний в каждой такой
системе чутко зависит от этих допущений. Именно широкий приклад-
ной потенциал временных логик знания, определяемых чаще всего при
помощи автоматной или реляционной семантики, представляет наи-
больший интерес для исследования.
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Логика деревьев вычислений 𝒞𝒯 ℒ, как и ветвящаяся временная ло-
гика 𝐵𝑇𝐿 (Branching-time logic) [8], представляет собой разновидность
временной логики, используемой для описания систем, в которых вы-
числительный процесс развивается во времени с возможностью ветв-
ления и выбора альтернативных путей развития. Семантически 𝒞𝒯 ℒ
обычно описывают при помощи семантики бесконечных недетермини-
рованных автоматов, графически представляющих собой древовидную
структуру, каждая отдельная ветвь которой является альтернативной
вычислительной возможностью — вычислительным маршрутом. Фак-
тически дерево вычислений представляет собой все возможные способы
реализации вычислительного процесса. Для каждой задачи, решение
которой характеризуется некоторым деревом вычислений, существует
эквивалентная реляционная модель, которая также включает все воз-
можные вычислительные альтернативы и может быть как конечной,
так и потенциально бесконечной на каждом маршруте. Логика 𝒞𝒯 ℒ поз-
воляет выразить различные свойства системы, например свойства кор-
ректности, безопасности и логической эквивалентности. Она использу-
ется для формальной верификации программных систем и обеспечения
их надежности и безопасности [2].

Пополнение языка логики 𝒞𝒯 ℒ операторами знания порождает ло-
гику 𝒞𝒯 ℒ𝒦, которая, как было показано в [9], полностью наследует
структуру недетерминированных автоматов, характеризующих 𝒞𝒯 ℒ, а
вычислительные маршруты получают агентную интерпретацию: каж-
дое новое ветвление, возникающее в любой временной момент вычисли-
тельного процесса, порождает нового агента. Каждый агент представ-
ляет собой держателя собственного вычислительного маршрута внутри
модели, т. е. определенной последовательности вычислений. Агент зна-
ет только то, что происходит в его временном маршруте, и не имеет
доступа к информации, которая доступна другим агентам, за исклю-
чением общих участков маршрута. Если возможное число ветвлений
модели заранее не определено, число агентов системы может оказаться
потенциально счетным.

Нами предложена альтернативная заданной ранее семантике неде-
терминированных автоматов — реляционная семантика, позволившая
характеризовать исследуемую логическую систему 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙. Описаны
и доказаны свойства таких моделей, доказана финитная аппроксими-
руемость логики.

2. Основные определения

Язык модальной логики 𝐿ℳℒ представляет собой набор, включаю-
щий в себя множество пропозициональных переменных 𝑃𝑟𝑜𝑝, пропо-
зициональную константу ⊥, скобки (, ), стандартные булевы операции
∨,∧,→,¬ и одноместный модальный оператор общезначимости 2.
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Определение 1. Выражение в языке 𝐿ℳℒ называется правильно
построенной формулой (сокращено п.п.ф.), если оно построено по сле-
дующим правилам:

− 𝑝 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑝 является п.п.ф.;

− если 𝜑 и 𝜓 — п.п.ф., то 𝜑 ∧ 𝜓, 𝜑→ 𝜓, 𝜑 ∨ 𝜓, ¬𝜑 — п.п.ф.;

− применение одноместного модального оператора 2 к п.п.ф. обра-
зует п.п.ф.

Оператор возможности 3 выразим в языке логики стандартным
образом: 3𝜙 = ¬2¬𝜙, константа ⊥— выражением ⊥ := 𝑝 ∧ ¬𝑝.

Множество всех правильно построенных формул в языке 𝐿ℳℒ обо-
значим 𝐹𝑜𝑟(𝐿ℳℒ).

Определение 2. Фреймом Крипке 𝐹 называется пара 𝐹 = ⟨𝑊,𝑅⟩,
состоящая из непустого множества 𝑊 и бинарного отношения 𝑅 на
𝑊 . Элементы 𝑊 называются мирами или состояниями. Если 𝑥𝑅𝑦,
мы говорим, что 𝑦 достижим из 𝑥 или 𝑥 видит 𝑦.

Определение 3. Модель 𝑀 фрейма Крипке 𝐹 — это пара 𝑀 =
⟨𝐹, 𝑉 ⟩, где 𝑉 — означивание, т. е. функция, сопоставляющая каждой
переменной 𝑝 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑝 множество миров в 𝑊 (𝑉 : 𝑃𝑟𝑜𝑝 → 2|𝑊 |). Ин-
дукцией по сложности формулы определим отношение выполнимости
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 на произвольном элементе 𝑎 ∈ 𝑊 модели 𝑀 следующим
образом:

⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝑝 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑝), для каждого 𝑝 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑝;
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 ∧ 𝜓 ⇔ ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 и ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜓;
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 ∨ 𝜓 ⇔ ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 или ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜓;
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙→ 𝜓 ⇔ ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜙 влечёт ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝜓;
⟨𝑀,𝑎⟩ ̸ 𝑉 ⊥
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 2𝜙 ⇔ ⟨𝑀, 𝑏⟩ 𝑉 𝜙 ∀𝑏 ∈𝑊 : 𝑎𝑅𝑏;
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 ¬𝜙 ⇔ ⟨𝑀,𝑎⟩ ̸ 𝑉 𝜙;
⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 3𝜙 ⇔ ⟨𝑀, 𝑏⟩ 𝑉 𝜙 ∃𝑏 ∈𝑊 : 𝑎𝑅𝑏.

Формула 𝜙 истинна на модели 𝑀 := ⟨𝐹, 𝑉 ⟩, если 𝜙 выполнима на
каждом элементе модели 𝑀 ; 𝜙 истинна на фрейме 𝐹 , если 𝜙 истинна
на всех моделях 𝑀 := ⟨𝐹, 𝑉 ⟩. Наконец, 𝜙 истинна на классе фреймов
𝐶, если 𝜙 истинна на каждом фрейме 𝐹 ∈ 𝐶.

Определение 4. Логикой ℳℒ языка 𝐿ℳℒ будем называть множе-
ство всех 𝐿ℳℒ-формул, истинных на множестве всех фреймов неко-
торого ограниченного класса 𝐶, т. е.

ℳℒ = {𝜙 ∈ 𝐹𝑜𝑟(𝐿ℳℒ) : 𝐹  𝜙∀𝐹 ∈ 𝐶}.
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Определение 5. Если 𝐹 = ⟨𝑊,𝑅⟩ — фрейм и 𝐻 ⊆𝑊 , то

− множеством преемников элемента 𝑏 ∈𝑊 назовем
𝐻 ↑𝑊 = {𝑎 ∈𝑊 | ∃𝑏 ∈ 𝐻 : 𝑏𝑅𝑎};

− множеством предшественников элемента 𝑏 ∈𝑊 назовем
𝐻 ↓𝑊 = {𝑎 ∈𝑊 | ∃𝑏 ∈ 𝐻 : 𝑎𝑅𝑏}.

Определение 6. Логика ℳℒ называется финитно аппроксимиру-
емой (или обладает свойством конечной модели), если существует
класс конечных фреймов 𝐶 такой, что

ℳℒ = {𝜙 ∈ 𝐹𝑜𝑟(𝐿ℳℒ) : ∀𝐹 ∈ 𝐶 𝐹  𝜙}.

3. Реляционная семантика логики 𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

Алфавит языка 𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦 включает счетный набор пропозициональ-
ных переменных 𝑃𝑟𝑜𝑝 = {𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, . . . }, скобки (, ) стандартные бу-
левы операции, временные операторы {𝐴𝑋,𝐸𝑋,𝐴𝑈,𝐸𝑈} и множество
одноместных модальных операторов {2≤,21, . . . ,2𝑛, ...}.
Определение 7. Выражение в языке 𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦 называется правиль-
но построенной формулой (сокращено п.п.ф.), если оно построено по
следующим правилам:

− 𝑝 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑝 является п.п.ф.;

− если 𝜑 и 𝜓 — п.п.ф., то 𝜑 ∧ 𝜓, 𝜑→ 𝜓, 𝜑 ∨ 𝜓, ¬𝜑 — п.п.ф.;

− применение одноместных модальных операторов 2≤,21, . . . ,
2𝑛, . . . к п.п.ф. образует п.п.ф.;

− применение одноместных временных операторов 𝐸𝑋 и 𝐴𝑋
к п.п.ф. образует п.п.ф.;

− если 𝜙 и 𝜓 — п.п.ф., то 𝐴(𝜙𝑈𝜓) и 𝐸(𝜙𝑈𝜓) — п.п.ф.

Множество правильно построенных формул в языке 𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦 будем
обозначать 𝐹𝑜𝑟(𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦) в соответствии с определением 1.

3.1. Семантика Крипке для логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

Определение 8. 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фреймом назовём упорядоченный набор

𝐹 := ⟨𝑊,𝑅≤, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛, . . . ⟩,

где
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− 𝑊 — объединение непустых непересекающихся множеств вре-
менных слоев, т. е.
𝑊 =

⋃︀
𝑡∈N𝐶𝑡, 𝐶𝑡1 ∩ 𝐶𝑡2 = ∅ если 𝑡1 ̸= 𝑡2.

Каждый временной слой 𝐶𝑡 ⊆ 𝑊 представляет собой набор все-
возможных состояний момента времени 𝑡, достижимых из на-
чального момента вычислений 𝑡 = 1;
− 𝑅𝑖, где 𝑖 ∈ 𝐼 — линейное отношение порядка, задающее последо-
вательность состояний:

∀𝑎, 𝑏 ∈𝑊 : 𝑎𝑅𝑖𝑏⇒ ∃𝑘, 𝑗 ∈ N (𝑘 ≤ 𝑗) (𝑎 ∈ 𝐶𝑘)&(𝑏 ∈ 𝐶𝑗);

− 𝑅≤ — отношение частичного порядка на элементах 𝑊 , задаю-
щее временную связь между слоями:⋃︁

∀𝑖∈ℐ
𝑅𝑖 = 𝑅≤; ∀𝑏 ∈𝑊∃𝑎 ∈ 𝐶1 : 𝑎𝑅≤𝑏.

Определение 9. Моделью на 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фрейме 𝐹 назовём пару 𝑀 :=
⟨𝐹, 𝑉 ⟩, где 𝑉 : 𝑃𝑟𝑜𝑝 ↦→ 2𝑊 . Тогда для любого элемента 𝑎 ∈ 𝐶𝑡 ⊆ 𝑊 ,
∀𝑡 ∈ N истинность формул с модальными операторами задается сле-
дующим образом:

− ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 2≤𝜙⇔ ∀𝑧 ∈𝑊 : 𝑎𝑅≤𝑧 ⇒ ⟨𝑀, 𝑧⟩ 𝑉 𝜙;

− ∀𝑖 ∈ ℐ ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 2𝑖𝜙⇔ ∀𝑧 ∈𝑊 : 𝑎𝑅𝑖𝑧 ⇒ ⟨𝑀, 𝑧⟩ 𝑉 𝜙.

Фреймы моделируют деревья вычислений, где каждая ветвь — это
альтернативный вычислительный маршрут. Реляционная же модель
включает все возможные вычислительные альтернативы для задачи и
может быть конечной или потенциально бесконечной в зависимости от
разрешимости самой задачи и выбранного вычислительного маршрута.
Каждое новое ветвление порождает новый агент, представляющий свой
собственный маршрут внутри фрейма. Фрейм состоит из временных
слоев, содержащих различные состояния вычислительного процесса,
доступные в один и тот же момент времени. Отношение достижимо-
сти определяет возможность перехода из одного состояния в другое в
разные моменты времени.

Фреймы могут представлять собой сложную структуру, где помимо
ветвлений различные вычислительные маршруты могут склеиваться
или совпадать участками значительной длины для различных агентов.

Пример 1. Примером конечного фрейма Крипке логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

может послужить следующая несложная бинарная структура:
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𝑎

𝑐 𝑏

ℎ 𝑓

𝑔 𝑘

𝑑𝑒

𝑙 𝑞

𝐶3 = {ℎ, 𝑓, 𝑒, 𝑑}

𝐶4 = {𝑔, 𝑘, 𝑙, 𝑞}

𝐶2 = {𝑐, 𝑏}

𝐶1 := {𝑎}

Временные слои изображены и пронумерованы от 0 до 3, разным цве-
том выделены различные агентные отношения. Бинарность древовид-
ной структуры этого фрейма, конечно, не является свойством логики
𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 и предложена только для наглядности примера.

3.2. Связь с логикой 𝒞𝒯 ℒ и 𝒦

Введем необходимые обозначения, используемые нами в дальней-
шем при доказательстве утверждений. Маршрутом агента 𝑠 будем на-
зывать последовательность всех состояний агентного отношения, т. е.
(𝑎𝑠1, 𝑎

𝑠
2, 𝑎

𝑠
3, ..., 𝑎

𝑠
𝑛, ...) ∈ 𝑊 , где ∀𝑖 (𝑎𝑠𝑖 , 𝑎𝑠𝑖+1) ∈ 𝑅𝑠. Пусть 𝐴𝑠 — начальный

участок маршрута конечной длины; 𝐵𝑠 — заключительный (потенци-
ально) бесконечный участок маршрута. Тогда наш маршрут можно
записать как (𝐴𝑠, 𝑎𝑠𝑛1

, 𝑎𝑠𝑛2
, ..., 𝑎𝑠𝑛𝑘

, 𝐵𝑠), где (𝑎𝑠𝑛1
, 𝑎𝑠𝑛2

, ...𝑎𝑠𝑛𝑘
) — некоторый

ограниченный участок маршрута, представляющий интерес для ис-
следования. Запись вида ∃𝑏 ∈ (𝑎𝑛1 , ..., 𝑎𝑛𝑘

)𝑠 означает, что состояние 𝑏
лежит на участке маршрута от 𝑛1 до 𝑛𝑘, принадлежащего агенту 𝑠.

3.2.1. Операторы из 𝒞𝒯 ℒ в 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

Переопределим общепринятые в 𝒞𝒯 ℒ временные операторы, исполь-
зуя введенные выше отношения. Для любого 𝑎 ∈ 𝐶𝑡 ⊆𝑊 :

− ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝐸𝑋𝜙⇔ ∃𝑏 ∈ 𝐶𝑡+1 : 𝑎𝑅≤𝑏⇒ 𝑏 𝑉 𝜙;

− ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝐴𝑋𝜙⇔ ∀𝑏 ∈ 𝐶𝑡+1 : 𝑎𝑅≤𝑏⇒ 𝑏 𝑉 𝜙;

− ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝐴(𝜙𝑈 𝜓) ⇔ (∀𝑖 ∈ ℐ)(∃𝑗 ∈ N)∃𝑏 ∈ 𝐶𝑡+𝑗 : 𝑎𝑅𝑖𝑏 : 𝑏 𝑉 𝜓
и ∀𝑐 ∈ (𝑎, . . . , 𝑎𝑗−1)

𝑖, где 𝑎𝑗 = 𝑏 и 𝑐 𝑉 𝜙;

− ⟨𝑀,𝑎⟩ 𝑉 𝐸(𝜙𝑈 𝜓) ⇔ (∃𝑖 ∈ ℐ)(∃𝑗 ∈ N)∃𝑏 ∈ 𝐶𝑡+𝑗 : 𝑎𝑅𝑖𝑏 : 𝑏 𝑉 𝜓
и ∀𝑐 ∈ (𝑎, . . . , 𝑎𝑗−1)

𝑖, где 𝑎𝑗 = 𝑏 и 𝑐 𝑉 𝜙.

Применительно к реляционной семантике логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 действие
формул, содержащих описанные выше операторы, можно сформули-
ровать следующим образом:

− 𝐸𝑋𝜙— в следующем слое вычислений в некотором состоянии будет
выполняться 𝜙;
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− 𝐴𝑋𝜙 — в следующем слое вычислений во всех состояниях будет
выполняться 𝜙;

− 𝐸(𝜙𝑈 𝜓) — найдется агент, на маршруте которого будет выпол-
няться 𝜙, пока не выполнится 𝜓;

− 𝐴(𝜙𝑈 𝜓)— на всех агентных маршрутах будет выполняться 𝜙, пока
не выполнится 𝜓.

Перечисленные операторы могут быть выражены друг через друга
следующим образом:

𝐴(𝜙𝑈 𝜓) ≡ ¬𝐸(¬𝜙𝑈 ¬𝜓); 𝐸(𝜙𝑈 𝜓) ≡ ¬𝐴(¬𝜙𝑈 ¬𝜓); 𝐴𝑋𝜙 ≡ ¬𝐸𝑋𝜙.
Другие временные операторы из 𝒞𝒯 ℒ определяются стандартным

образом:

− 𝐴𝐹𝜙 ≡ 𝐴(𝑡𝑟𝑢𝑒𝑈 𝜙) — на каждом агентном маршруте найдется
состояние, в котором будет выполняться 𝜙;

− 𝐸𝐹𝜙 ≡ 𝐸(𝑡𝑟𝑢𝑒𝑈 𝜙) — найдется состояние некоторого агентного
маршрута, на котором будет выполняться 𝜙;

− 𝐴𝐺𝜙 ≡ ¬𝐸𝐹¬𝜙 ≡ 2≤𝜙 — на каждом агентом маршруте будет
выполняться 𝜙;

− 𝐸𝐺𝜙 ≡ ¬𝐴𝐹¬𝜙 — в каждом агентном маршруте, начиная с неко-
торого состояния, будет выполняться 𝜙.

Определение 10. Логикой 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 языка 𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦 будем называть
множество всех 𝒞𝒯 ℒ𝒦-формул, истинных на множестве всех фрей-
мов некоторого ограниченного класса 𝐶, т. е.

𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 = {𝜙 ∈ 𝐹𝑜𝑟(𝐿𝒞𝒯 ℒ𝒦) : 𝐹  𝜙∀𝐹 ∈ 𝐶}.

3.2.2. Операторы из 𝒦 в 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

В языке логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 действие оператора общего знания может
быть определено классическим образом:

⟨𝐹, 𝑎⟩ 𝑉 𝒞𝜙⇔ ∀𝑧 ∈𝑊 : 𝑎

(︂ ⋃︁
∀𝑖∈ℐ

𝑅𝑖

)︂+

𝑧 ⇒ ⟨𝐹, 𝑧⟩ 𝑉 𝜙.

Общее знание описывает совокупность всей информации, доступной
всем агентам вычислительного процесса, в нашей интерпретации — со-
вокупность всех возможных вычислительных маршрутов. В соответ-
ствии с определением модели отношение, задающее оператор 𝒞, в нашем
случае совпадает с отношением 𝑅≤.

Так как каждое ветвление фрейма порождает нового агента, то со-
вокупность всех агентных перемещений (транзитивное замыкание) сов-
падает с описанным выше отношением достижимости:

𝑎

(︂ ⋃︁
∀𝑖∈ℐ

𝑅𝑖

)︂+

𝑧 ≡ 𝑎𝑅≤𝑧.
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4. Свойства 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фреймов

Отталкиваясь от определений этих фреймов, опишем основные свой-
ства 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙:

1) 𝑅≤ рефлексивное отношение;

2) 𝑅≤ транзитивное отношение;

3) если 𝑎𝑅≤𝑏, то ¬𝑏𝑅≤𝑎, кроме 𝑎 = 𝑏 (антисимметричность 𝑅≤);

4) 𝑅𝑖 линейное отношение;

5) 𝑅𝑖 рефлексивное отношение;

6) 𝑅𝑖 транзитивное отношение;

7) если 𝑎𝑅𝑖𝑏, то ¬𝑏𝑅𝑖𝑎, кроме 𝑎 = 𝑏 (антисимметричность 𝑅𝑖);

8) если 𝑎𝑅𝑖𝑏, то 𝑎𝑅≤𝑏.

Введенные выше свойства непосредственно следуют из определений мо-
дельных отношений. Также верно следующее:

Предложение 1. Для 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фрейма справедливы следующие сво-
йства:

9) если 𝑎𝑅≤𝑏, то ∃, что 𝑎𝑅𝑖𝑏;

10) если 𝑎𝑅𝑖𝑏 и 𝑏𝑅≤𝑐, то ∃𝑗 𝑎𝑅𝑗𝑐;

11) если 𝑎𝑅≤𝑏 и 𝑎𝑅≤𝑐, то либо 𝑏 = 𝑐, либо 𝑎𝑅𝑖𝑏 и 𝑎𝑅𝑗𝑐, либо ∃𝑖, что
𝑏𝑅𝑖𝑐 или 𝑐𝑅𝑖𝑏;

12)
⋂︀

∀𝑖∈ℐ 𝑅𝑖 ̸= ∅.

Доказательство.

9) Очевидно, так как каждое ветвление порождает нового агента и
любой вычислительный маршрут вкладывается в отношение 𝑅≤,
задающее структуру всего фрейма.

10) Отношение 𝑅≤ транзитивно. Кроме того, в силу (8), если 𝑎𝑅𝑖𝑏, то
𝑎𝑅≤𝑏. Тогда из записи 𝑎𝑅𝑖𝑏 и 𝑏𝑅≤𝑐 будет следовать 𝑎𝑅≤𝑐. В силу
свойства 9) найдется такой агент 𝑗, что 𝑎𝑅𝑗𝑐.

11) Рассмотрим несколько случаев:

а) 𝑐 = 𝑏, тогда из свойства 9) следует, что 𝑎𝑅≤𝑏 и ∃𝑖, что 𝑎𝑅𝑖𝑏.
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б) На некотором временном слое произошло ветвление, 𝑏 и 𝑐 ле-
жат на разных ветках, значит, в силу свойства 10) они будут
принадлежать разным агентам 𝑖 и 𝑗. Но 𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗 ̸= ∅, так как
у любой пары агентов существует общий участок маршрута,
начинающийся с корня фрейма;

в) В случае если 𝑏 и 𝑐 принадлежат одному агенту и не равны
либо 𝑏 находится ниже 𝑐, либо наоборот в силу свойств 4) и 7).

12) Следует из рефликсивности 𝑅𝑖, причем ∀𝑖 𝑎𝑅𝑖𝑎, где 𝑎 — начальное
состояние (корень) фрейма.

5. Финитная аппроксимируемость логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

Логика называется финитно аппроксимируемой, если ее можно за-
дать как множество формул, истинных на некоторой конечной сово-
купности конечных фреймов. Основной и наиболее популярной тех-
никой доказательства финитной аппроксимируемости является метод
фильтрации [7]. Применим метод, предложив описание специальных
конечных моделей.

5.1. Метод фильтрации для 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙

Будем говорить, что ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 , в т.ч. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖, Σ-эквивалентны в
модели 𝑀 (обозн. 𝑥 ∼Σ 𝑦), если

⟨𝑀,𝑥⟩ 𝑉 𝜙⇔ ⟨𝑀,𝑦⟩ 𝑉 𝜙 ∀𝜙 ∈ Σ.

Очевидно, что ∼Σ задает отношение эквивалентности на 𝑊 . Введем
следующее обозначение: [𝑥]Σ — класс эквивалентности, порожденный
элементом 𝑥, т. е. [𝑥]Σ = {𝑦 ∈ 𝑊 : 𝑥 ∼Σ 𝑦}. В случаях, которые не
вызывают противоречий, будем опускать индекс Σ и писать просто [𝑥]
и 𝑥 ∼ 𝑦.

Фильтрацией модели 𝑀 = ⟨𝑊,𝑅≤, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛, . . . , 𝑉 ⟩ на наборе фор-
мул Σ будем называть модель 𝐻 = ⟨𝑊 ′, 𝑆≤, 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛, . . . , 𝑉

′⟩, постро-
енную по следующим правилам:

1) 𝑊 ′ = {[𝑥] : 𝑥 ∈𝑊};

2) 𝑉 ′(𝑝) = {[𝑥] : 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑝)}, ∀𝑝 ∈ Σ;

3) 𝑥𝑅𝑖𝑦, * ∈ {≤, 𝑖} ⇒ [𝑥]𝑆𝑖[𝑦], ∀𝑥, 𝑦 ∈𝑊 ;

4) Если [𝑥]𝑆𝑖[𝑦], тогда в случае:

а) 𝑥 𝑉 𝐴𝑋𝜙, верно 𝑦 𝑉 𝜙, при 𝑥 ∈ 𝐶𝑡 и 𝑦 ∈ 𝐶𝑡+1;
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б) 𝑥 𝑉 2𝑖𝜙, верно 𝑦 𝑉 𝜙;
в) 𝑥 𝑉 2≤𝜙, верно 𝑦 𝑉 𝜙;
г) 𝑥 𝑉 𝐴(𝜙𝑈𝜓), верно 𝑥 𝑉 𝜓 или (𝑦 𝑉 𝐴(𝜙𝑈𝜓) и 𝑥 𝑉 𝜙);
д) 𝑥 𝑉 𝐸(𝜙𝑈𝜓), верно 𝑥 𝑉 𝜓 или (∃𝑗 ∈ ℐ и ∃𝑧 ∈ 𝑊 : 𝑥𝑅𝑗𝑦 в

т.ч. при 𝑧 = 𝑦 и на 𝑧 𝑉 𝐸(𝜙𝑈𝜓), 𝑥 𝑉 𝜙).

Если 𝐹 = ⟨𝑊,𝑅≤, 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛, . . .⟩ — 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-фрейм и 𝐵 ⊆ 𝑊 , то в
соответствии с определением 5:

− множеством преемников элемента 𝑏 ∈𝑊 назовем
𝐵 ↑𝑊 = {𝑎 ∈𝑊 | ∃𝑏 ∈ 𝐵 : 𝑏𝑅≤𝑎};

− множеством предшественников элемента 𝑏 ∈𝑊 назовем
𝐵 ↓𝑊 = {𝑎 ∈𝑊 | ∃𝑏 ∈ 𝐵 : 𝑎𝑅𝑖𝑏}.

В случаях, не вызывающих двусмысленности, вместо 𝐵 ↑𝑊 и 𝐵 ↓𝑊
мы пишем просто 𝐵 ↑ и 𝐵 ↓. Если 𝑥 ∈ 𝑊 , мы также пишем 𝑥 ↑ и
𝑥 ↓ вместо {𝑥} ↑ и {𝑥} ↓ соответственно. Когда из контекста ясно,
какая именно модель подразумевается в рассуждениях, будем опускать
избыточное обозначение означивания: 𝑥  𝜙 вместо 𝑥 𝑉 𝜙.

Теорема 1. Пусть 𝐻 фильтрованная модель модели 𝑀 на наборе
формул Σ. Тогда для каждого элемента 𝑥 ∈𝑊 и для каждой формулы
𝜙 ∈ Σ,

⟨𝑀,𝑥⟩  𝜙⇔ ⟨𝐻, [𝑥]⟩  𝜙.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по построению
формулы 𝜙:

1) Пусть 𝜙 = 𝑝 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑝. Если 𝑥  𝑝, то 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑝) и, по правилу
построения модели (2), если ⟨𝑀,𝑥⟩  𝑝, то ⟨𝐻, [𝑥]⟩  𝑝.
Обратно, пусть [𝑥]  𝑝, тогда [𝑥] ∈ 𝑉 ′(𝑝). По (2) получаем, что на
𝑥  𝑝.

2) Предположим, что 𝜙 = 𝐴𝑋𝜓 и 𝑥  𝜙. Для доказательства
[𝑥]  𝜙 надо показать, что [𝑦]  𝜓 для всех потомков элемента
[𝑥] в следующем слое. Пусть [𝑥]𝑆≤[𝑦], тогда по (4а), 𝑦  𝜓, если
𝑥 ∈ 𝐶𝑡& 𝑦 ∈ 𝐶𝑡+1 и по предположению индукции [𝑦]  𝜓.

Обратно, пусть [𝑥]  𝜙, тогда возьмем произвольный 𝑦 ∈ 𝐶𝑡+1∩𝑥 ↑.
По (3), [𝑥]𝑆≤[𝑦] и [𝑦]  𝜓 и по предположению индукции 𝑦  𝜓.

3) Покажем, что 𝜙 = 2*𝜓, где * ∈ {≤, 𝑖} ∀𝑖 ∈ ℐ и 𝑥  𝜙. Пусть [𝑥]𝑆*[𝑦],
тогда, по (4б-в), ∀𝑧 ∈𝑊 , в т.ч. 𝑥𝑅*𝑧, 𝑧  𝜓 в т.ч. для 𝑧 = 𝑦 такого,
что [𝑦]  𝜓.

Обратно, [𝑥]  𝜙, тогда возьмем 𝑦 ∈ 𝑥 ↑, и, по (3), [𝑥]𝑆*[𝑦] и [𝑦]  𝜓,
где 𝑦  𝜓.
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4) 𝜙 = 𝐴(𝜓1𝑈𝜓2) и 𝑥  𝜙, тогда либо [𝑥]  𝜓2, либо [𝑥] ̸ 𝜓2. В случае
[𝑥]  𝜓2, пусть [𝑥] = [𝑦] и [𝑥]𝑆≤[𝑦], по (4г), 𝑦 𝑉 𝜓2 и [𝑦]  𝜓2. Если
[𝑥] ̸ 𝜓2, то пусть [𝑥]𝑆≤[𝑦], по (4г), 𝑦  𝜙 и [𝑦]  𝜙.
Обратно, пусть [𝑥]  𝜙, тогда 𝑦 ∈ 𝑥 ↑, по (3), [𝑥]𝑆≤[𝑦] и либо
[𝑦] = [𝑥], либо [𝑦]  𝜓2, но всегда 𝑦  𝜓2.

5) 𝜙 = 𝐸(𝜓1𝑈𝜓2) и 𝑥  𝜙, тогда либо [𝑥]  𝜓2, либо [𝑥] ̸ 𝜓2. В случае
[𝑥]  𝜓2, пусть [𝑥] = [𝑦] и [𝑥]𝑆𝑖[𝑦], по (4д), 𝑦 𝑉 𝜓2

и [𝑦]  𝜓2. Если [𝑥] ̸ 𝜓2, то пусть ∃𝑗 ∈ ℐ: [𝑥]𝑆𝑗 [𝑦], по (4e), ∃𝑧 ∈ 𝑊 :
[𝑥]𝑆𝑗 [𝑧] и [𝑧]𝑆𝑗 [𝑦] на 𝑧 𝑉 𝜙 и [𝑧]  𝜙.
Обратно, пусть [𝑥]  𝜙, тогда ∃𝑦 ∈ 𝑥 ↑ и ∃𝑖 ∈ ℐ такие, что 𝑥𝑅𝑖𝑦,
по (3), [𝑥]𝑆𝑖[𝑦] и либо [𝑦] = [𝑥], где 𝑦 𝑉 𝜓2, либо ∃𝑧 ∈𝑊 : [𝑥]𝑆𝑖[𝑧] и
[𝑧]𝑆𝑖[𝑦], такой что [𝑧]  𝜙 и, по (4e), где 𝑥 ̸ 𝜙 и 𝑥  𝜓1, на 𝑧  𝜙.

Отношение 𝑆≤, в соответствии со свойствами отношений, будем опре-
делять как

⋃︀
∀𝑖∈ℐ 𝑆𝑖 = 𝑆≤.

В целом условия (3) и (4) не позволяют однозначно определить от-
ношение 𝑆𝑖. В действительности мы можем выбрать любое отношение
𝑆𝑖, лежащее в интервале 𝑆𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 ⊆ 𝑆𝑖, где

𝑆𝑖 = {⟨[𝑥], [𝑦]⟩ : ∃𝑥′, 𝑦′ ∈𝑊 (𝑥′ ∼ 𝑥 ∧ 𝑦′ ∼ 𝑦 ∧ 𝑥′𝑅𝑖𝑦′)},

𝑆𝑖 = {⟨[𝑥], [𝑦]⟩ : ∀2𝑖𝜙 ∈ Σ(𝑥  𝜙→ 𝑦  𝜙}.
В связи с этим фильтрацию на фрейме

𝐻 = ⟨𝑊 ′, 𝑆≤, 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛, . . .⟩
будем называть наименьшей фильтрацией фрейма𝑀 на наборе формул
Σ, в то же время фильтрацию на фрейме

𝐻 = ⟨𝑊 ′, 𝑆≤, 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛, . . .⟩
назовём грубой фильтрацией.

Несмотря на то что все основные отношения на исходных 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙-
фреймах транзитивны, процедура фильтрации не гарантирует по умол-
чанию сохранение транзитивности на фильтрованной модели. Для тра-
низитивизации отношения достаточно рассматривать транзитивное за-
мыкание ̂︀𝑆𝑖 отношения 𝑆𝑖, т. е. положим

̂︀𝑆𝑖 = {⟨[𝑥], [𝑦]⟩ : ∃𝑛 > 0[𝑥]𝑆𝑖
𝑛[𝑦]}.

Из [7] известно следующее:

Предложение 2. Предположим, что 𝐻 — это фильтрация модели
𝑀 через множество Σ, которое является конечным базисом над 𝑀 ,
а Δ — конечный базис Σ. Тогда 𝐻 содержит не более 2|Δ| точек.
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Очевидно, что две точки Σ-эквивалентны в 𝑀 , если они Δ-эквива-
лентны. Поэтому количество попарно не Σ-эквивалентных точек в 𝑀
не больше, чем количество подмножеств в Δ.

В силу теоремы 1 и предложения 2 получаем

Следствие 1. Пусть 𝑀 — контрмодель для формулы 𝜙, а Σ — конеч-
ное множество формул, замкнутых относительно подформул. Тогда
каждая фильтрация 𝑀 набором Σ является конечной контрмоделью
для 𝜙.

В силу того, что для каждой формулы 𝜙 существует фильтрация 𝐻,
построенная на некотором Σ контрмодели𝑀 , такой, что 𝐻  𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙,
заключаем, что логика 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 допускает фильтрацию. Как следст-
вие, получаем финитную аппроксимируемость логики 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 ( [7],
следствие 5.26).

6. Заключение

Логика 𝒞𝒯 ℒ на сегодняшний день является одной из фундаменталь-
ных систем, используемых при построении и моделировании программ-
ных вычислений. В отличие от линейной временной логики 𝒞𝒯 ℒ поз-
воляет в полной мере реализовывать потенциал алгоритмов параллель-
ных вычислений, проводя одновременную симуляцию различных сцена-
риев развития событий. С увеличением выразительных средств языка
логики за счёт добавления агентных операторов 𝒞𝒯 ℒ𝒦 увеличивает-
ся и потенциал для задач семантического моделирования: от бизнес-
информатики и построения вероятностных выводов [1; 3] до описания
процесса обработки принимаемой и передаваемой информации вычис-
лительной машиной [4].

Безусловно, нами предприняты только первые шаги в изучении ло-
гики 𝒞𝒯 ℒ𝒦, а вопрос идентичности логик 𝒞𝒯 ℒ𝒦 и 𝒞𝒯 ℒ𝒦𝑅𝑒𝑙 остаётся
актуальным для дальнейших исследований. Однако факт возможной
характеризации моделируемых в логике задач при помощи привычных
конечных реляционных моделей позволяет надеяться на положитель-
ное разрешение многих других важных вопросов для этой логической
системы — от построения базиса допустимых правил вывода до разре-
шимости и унификации.
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