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Аннотация. Работа посвящена исследованию разрешимости в анизотропных про-
странствах Соболева нелокальных краевых задач для псевдопараболических урав-
нений третьего порядка. Особенностью изучаемых задач является то, что в них
по пространственной переменной задается условие, объединяющее в себе обобщен-
ное условие Самарского – Ионкина и условие интегрального типа. Целью работы
является доказательство существования и единственности регулярных решений изу-
чаемых задач — решений, имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные,
входящие в соответствующее уравнение.
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1. Введение

В работе изучается разрешимость пространственно-нелокальных
краевых задач с обобщенным условием Самарского – Ионкина для не-
стационарных дифференциальных уравнений соболевского типа тре-
тьего порядка — именно для так называемых псевдопараболических
уравнений.

Исследование разрешимости нелокальных краевых задач для диф-
ференциальных уравнений представляется важным как с точки зрения
собственно математики, так и с точки зрения математического модели-
рования. С математической точки зрения нелокальные задачи являют-
ся новым классом задач для дифференциальных уравнений; изучению
разрешимости, изучению свойств решений подобных задач посвящено
очень много работ — некоторые, близкие к настоящей статье, будут
указаны ниже.

Впервые, по-видимому, на появление нелокальных задач в матема-
тическом моделировании обратил внимание В.А. Стеклов еще в конце
XIX века в работе [16] (см. также [9]), посвященной изучению некоторых
процессов теплопроводности.

Современный этап в исследованиях, связанных с нелокальными за-
дачами для дифференциальных уравнений, начался с работ J. Cannon и
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В. Л. Камынина [5;22], опубликованных в 1963 и 1964 гг. соответственно.
В этих работах изучались новые нелокальные задачи для уравнения
теплопроводности — именно задачи с интегральными условиями, про-
исхождение которых объяснялось прежде всего некоторыми задачами
математического моделирования.

В дальнейшем нелокальные задачи (их разрешимость, свойства ре-
шений) изучались столь многими авторами, что упомянуть даже малую
их часть в рамках настоящей статьи не представляется возможным.
Выделим лишь две работы, сыгравшие особую роль в теории нелокаль-
ных краевых задач для дифференциальных уравнений. В первой из них
— в работе [4], опубликованной в 1977 г., изучалась одна специальная
задача теории теплопроводности. В работе [4] был предложен новый ме-
тод исследования разрешимости подобных задач — метод разложения
решения по специальным биортогональным семействам функций. Этот
метод в дальнейшем неоднократно применялся в исследованиях раз-
решимости нелокальных задач для параболических и гиперболических
уравнений, а также для уравнений смешанного типа.

Еще одна работа, которую нужно выделить, — работа А. А. Самар-
ского [12], опубликованная в 1980 г. В этой работе для параболических
уравнений была предложена постановка общей нелокальной краевой
задачи, включающая в себя как классические начально-краевые задачи,
так и многие нелокальные задачи, в том числе задачи В. А. Стеклова и
Н. И. Ионкина. В дальнейшем многие исследования, связанные с нело-
кальными задачами для дифференциальных уравнений, в той или иной
степени были связаны с задачами работ [4] и [12].

Отметим также следующее. Общая нелокальная задача Самарско-
го работы [12] представляется тесно связанной с задачей Бицадзе –
Самарского, предложенной ранее в работе [1] для эллиптических урав-
нений. Обе эти работы — [12] и [1] — сыграли важную роль в исследо-
ваниях, связанных с нелокальными задачами для дифференциальных
уравнений.

Назовем еще одну работу, посвященную исследованию разрешимости
нелокальных задач для параболических уравнений, — работу Н. И. Юр-
чука [18], опубликованную в 1986 г. В этой работе для параболических
уравнений с переменными коэффициентами изучалась разрешимость
задачи Ионкина, предложенный в ней метод отличался от метода ра-
боты [4], но при этом разрешимость была установлена в некоторых
весовых пространствах.

Перейдем непосредственно к задачам, изучаемым в настоящей ста-
тье.

В работе будет изучаться пространственно-нелокальная задача с обо-
бщенным условием Самарского – Ионкина для дифференциальных ура-
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внений
𝜕

𝜕𝑡
(𝑢− 𝑢𝑥𝑥) + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡). (1.1)

Данные уравнения в последнее время называют уравнениями собо-
левского типа [2; 13; 26], или же псевдопараболическими [2; 26] или же
уравнениями составного типа [24]. В названных монографиях, а также
в многочисленных статьях достаточно хорошо изучена разрешимость
начально-краевых задач для уравнений (1.1). Менее изученными пред-
ставляются нелокальные — именно нелокальные по пространственным
переменным — задачи для подобных уравнений. Здесь можно назвать
работы [6;15], в которых изучались задачи с нелокальным условием ти-
па частного случая условия Самарского, а также работы [7;11;19–21] в
которых для уравнений (1.1) изучалась разрешимость некоторых задач
с интегральными условиями. Уточним, что задачи, в которых нело-
кальным условием является условие Самарского –Ионкина с интеграль-
ным возмущением (а исследование именно таких задач и будет целью
настоящей работы), для уравнений (1.1) ранее не изучались.

Все рассуждения и построения в работе будут вестись на основе про-
странств Лебега 𝐿𝑝 и Соболева 𝑊 𝑙

𝑝. Необходимые определения, описа-
ния свойств функций из этих пространств можно найти в монографиях
[8;14;27].

Целью настоящей работы будет доказательство существования и
единственности регулярных решений той или иной задачи — решений,
имеющих все обобщенные по С.Л. Соболеву производные, входящие в
соответствующее уравнение. В конце статьи будут указаны некоторые
усиления и обобщения полученных в основной части работы результа-
тов.

2. Постановка задач

Пусть Ω есть интервал (0, 1) оси 𝑂𝑥, 𝑄 есть прямоугольник Ω×(0, 𝑇 )
переменных (𝑥, 𝑡), 0 < 𝑇 < +∞, 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝛾(𝑡) и 𝑁(𝑥) —
заданные функции, определенные при 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝐿 — диффе-
ренциальный оператор, действие которого на заданной функции 𝑣(𝑥, 𝑡)
определяется равенством

𝐿𝑣 = 𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥𝑡 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑣𝑥𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣.

Нелокальная задача I. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в пря-
моугольнике 𝑄 решением уравнения

𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (2.1)

и такую, что для нее выполняются условия

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (2.2)
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𝑢(0, 𝑡) = 𝛾(𝑡)𝑢(1, 𝑡) +

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (2.3)

𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0. (2.4)

Нелокальная задача II. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в пря-
моугольнике 𝑄 решением уравнения (2.1) и такую, что для нее выпол-
няется условие (2.2), а также условия

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝛾(𝑡)𝑢𝑥(1, 𝑡) +

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (2.5)

𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (2.6)

Именно нелокальная задача II в случае 𝛾(𝑡) ≡ 1, 𝑁(𝑦) ≡ 0 дает
собственно задачу Ионкина, условие же (2.5) в целом дает обобщенное
условие Самарского – Ионкина с интегральным возмущением. Условие
(2.3) в нелокальной задаче I также представляет собой частный случай
условия Самарского, но с дополнительным интегральным слагаемым.
Можно сказать, что нелокальные задачи I и II являются объединением
задач, изученных в работах [15] и [19]. Уточним, что метод, используе-
мый в настоящей работе, будет существенно отличаться от методов [15]
и [19].

В настоящей работе существование и единственность регулярных
решений нелокальных задач I и II будут установлены в случаях, да-
ющих как задачу Ионкина с интегральным возмущением, так и задачу,
в которой нелокальное условие Ионкина задается на некотором подмно-
жестве из отрезка [0, 𝑇 ], на оставшейся же части отрезка [0, 𝑇 ] задается
условие интегрального типа или же обычное локальное условие первой
или второй начально-краевых задач.

3. Разрешимость нелокальной задачи I

Определим линейное пространство 𝑉 :

𝑉 = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω)), 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

2
2 (Ω))},

(здесь и далее все производные понимаются как обобщенные по С.Л.
Соболеву производные). Определим норму

‖𝑣‖𝑉 =
(︁
‖𝑣‖2𝐿∞(0,𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)) + ‖𝑣𝑡‖2𝐿2(0,𝑇 ;𝑊 2
2 (Ω))

)︁ 1
2
.

Очевидно, что пространство 𝑉 , снабженное данной нормой, будет ба-
наховым пространством.
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Для функции 𝛾(𝑡) будет далее выполняться условие: существуют
числа 𝛾0 и 𝛾1, такие, что 0 ≤ 𝛾0 ≤ 1 ≤ 𝛾1 и при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] имеют
место неравенства

𝛾0 ≤ 𝛾(𝑡) ≤ 𝛾1. (3.1)

Положим

𝑁0 =
∫︀ 1
0 (𝑥

2 − 2𝑥)𝑁(𝑥)𝑑𝑥, 𝑁1 =
(︁∫︀ 1

0 𝑥
−1𝑁2(𝑥)𝑑𝑥

)︁ 1
2
,

𝛼1 = 3− 𝛾21 − 𝛾1𝑁1, 𝛽1 = 5− 3𝛾21 − 4𝛾1𝑁1 −𝑁2
1 .

Теорема 1. Пусть выполняются условие (3.1), а также условия
𝛾(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝑏(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄);

𝑥−
1
2𝑁(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω);

𝑁0 ≤ 0, 𝛼1 > 0, 𝛽1 > 0.
Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) нелокальная
задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 , при-
чем это решение единственно.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай 𝛾0 > 0. Воспользуемся
методом продолжения по параметру.

Пусть 𝜆 есть число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим краевую задачу:
найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в прямоугольнике 𝑄 решением
уравнения (2.1) и такую, что для нее выполняются условия (2.2) и (2.4),
а также условие

𝑢(0, 𝑡)−𝛾0𝑢(1, 𝑡) = 𝜆

{︂
[𝛾(𝑡)− 𝛾0]𝑢(1, 𝑡) +

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

}︂
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

(3.2)
Заметим, что без ограничения общности можно считать, что 𝛾0 ∈ (0, 1).
В этом случае краевая задача (2.1), (2.2), (3.2), (2.4) при 𝜆 = 0 и при
выполнении условий теоремы будет разрешима в пространстве 𝑉 (см.:
[6]). Покажем, что и для остальных чисел 𝜆 из отрезка [0, 1] задача (2.1),
(2.2), (3.2), (2.4) будет разрешима в пространстве 𝑉 .

По функции 𝑢(𝑥, 𝑡) определим функцию 𝑤(𝑥, 𝑡):

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝜆(𝑥2 − 2𝑥)

𝛾0

{︂
[𝛾(𝑡)− 𝛾0]𝑢(1, 𝑡) +

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

}︂
.

Если функция 𝑢(𝑥, 𝑡) является решением краевой задачи (2.1), (2.2),
(3.2), (2.4), то для функции 𝑤(𝑥, 𝑡) будут выполняться условия

𝑤(0, 𝑡)− 𝛾0𝑤(1, 𝑡) = 0 𝑤𝑥(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (3.3)

Далее, имеют место равенства{︂
1 +

𝜆

𝛾0
[𝛾(𝑡)− 𝛾0]

}︂
𝑢(1, 𝑡) +

𝜆

𝛾0

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = 𝑤(1, 𝑡), (3.4)
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−𝜆𝑁0

𝛾0
[𝛾(𝑡)−𝛾0]𝑢(1, 𝑡)+

(︂
1− 𝜆𝑁0

𝛾0

)︂∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦=

∫︁ 1

0
𝑁(𝑥)𝑤(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥.

(3.5)
Положим
𝑑0(𝑡, 𝜆) = 1− 𝜆𝑁0

𝛾0
+ 𝜆

𝛾0
[𝛾(𝑡)− 𝛾0].

Равенства (3.4) и (3.5) можно трактовать как линейную алгебраическую
систему относительно функций 𝑢(1, 𝑡) и

∫︀ 1
0 𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦. Определитель

этой системы есть функция 𝑑0(𝑡, 𝜆). Согласно условиям теоремы и со-
гласно предположению 𝛾(𝑡) ≥ 𝛾0 > 0, функция 𝑑0(𝑡, 𝜆) будет строго
положительной при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Следовательно, от равенств (3.4) и (3.5)
можно перейти к равенствам

𝑢(1, 𝑡) = 𝑑11(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝑤(1, 𝑡) + 𝑑12(𝑥, 𝑡, 𝜆)

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑤(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦,

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = 𝑑21(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝑤(1, 𝑡) + 𝑑22(𝑥, 𝑡, 𝜆)

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑤(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

с некоторыми вполне определенными функциями 𝑑𝑖𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝑖, 𝑗 = 1, 2.
Эти равенства означают, что функция 𝑢(𝑥, 𝑡) имеет представление

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑑1(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝑤(1, 𝑡) + 𝑑2(𝑥, 𝑡, 𝜆)

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑤(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦. (3.6)

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию 𝑤(𝑥, 𝑡), являющуюся в
прямоугольнике 𝑄 решением уравнения

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥𝑡 + 𝑏𝑤𝑥𝑥 + 𝑐𝑤 + [𝑑1(𝑥, 𝑡, 𝜆)− 𝑑1𝑥𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)]𝑤𝑡(1, 𝑡)+

+ [𝑑2(𝑥, 𝑡, 𝜆)− 𝑑2𝑥𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)]

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑤𝑡(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦+

+[𝑑1𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆)−𝑑1𝑥𝑥𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆)+ 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑑1𝑥𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)+ 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑑1(𝑥, 𝑡, 𝜆)]𝑤(1, 𝑡)+
+ [𝑑2𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆)− 𝑑2𝑥𝑥𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑑2𝑥𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)+

+ 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑑2(𝑥, 𝑡, 𝜆)]

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑤(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (3.7)

и такую, что для нее выполняются условия (2.2) и (3.3). В этой задаче
уравнение (3.7) получено подстановкой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) в виде (3.6) в
уравнение (2.1). С другой стороны, уравнение (3.7) представляет собой
«нагруженное» [3;10] псевдопараболическое уравнение с параметром 𝜆
в младших членах. Поскольку каждое слагаемое в уравнении (3.7) с
парамeтром 𝜆 оценивается сверху величиной 𝐶‖𝑤‖𝑉 (𝐶 — постоянная,
для каждого слагаемого своя), то, согласно теореме о методе продол-
жения по параметру ( [17], гл. III, §14), краевая задача (3.7), (2.2), (3.3)
будет разрешима в пространстве 𝑉 для всех чисел 𝜆 из отрезка [0,1],
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если, во-первых, эта задача резрешима в пространстве 𝑉 при 𝜆 = 0
и, во-вторых, если для всевозможных решений 𝑤(𝑥, 𝑡) краевой задачи
(3.7), (2.2), (3.1) выполняется равномерная по 𝜆 априорная оценка

‖𝑤‖𝑉 ≤𝑀0‖𝑓‖𝐿2(𝑄). (3.8)

При 𝜆 имеет место равенство 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡), и при этом функция
𝑢(𝑥, 𝑡) является решением задачи (2.1), (2.2), (3.2), (2.4) в случае 𝜆 = 0.
Как уже говорилось выше, задача (2.1), (2.2), (3.2), (2.4) при 𝜆 = 0 будет
действительно разрешима в пространстве 𝑉 , и тем самым и задача (3.7),
(2.2), (3.3) будет разрешима при 𝜆 = 0 в пространстве 𝑉 .

Заметим, что требуемая оценка (3.8) будет выполняться, если для
всевозможных решений 𝑢(𝑥, 𝑡) из пространства 𝑉 краевой задачи (2.1),
(2.2), (3.2), (2.4) имеет место аналогичная оценка

‖𝑢‖𝑉 ≤𝑀 ′
0‖𝑓‖𝐿2(𝑄). (3.9)

Покажем, что искомая оценка действительно имеет место.
Положим
𝑅(𝑥, 𝑡, 𝜏) = [𝑐(𝑥, 𝜏)− 𝑏(𝑥, 𝜏)]𝑒

∫︀ 𝜏
0 𝑏(𝑥,𝜁)𝑑𝜁−

∫︀ 𝑡
0 𝑏(𝑥,𝜏)𝑑𝜏 ,

𝑓1(𝑥, 𝑡) = −𝑒−
∫︀ 𝑡
0 𝑏(𝑥,𝜏)𝑑𝜏

∫︀ 𝑡
0 𝑒

∫︀ 𝜏
0 𝑏(𝑥,𝜁)𝑑𝜁𝑓(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Уравнение (2.1) на функциях из пространства 𝑉 можно записать в виде

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)− 𝑢(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓1(𝑥, 𝑡). (3.10)

Умножим уравнение (3.10) на функцию −𝑥𝑢 и проинтегрируем по пе-
ременной 𝑥 от 0 до 1 и по временной переменной от 0 до текущей точки.
Получим равенство∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢2𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢2𝑑𝑥𝑑𝜏 +

1

2

∫︁ 𝑡

0
𝑢2(1, 𝜏)𝑑𝜏 =

=
1

2

∫︁ 𝑡

0

{︂
[𝜆𝛾(𝜏) + (1− 𝜆)𝛾0]𝑢(1, 𝜏) + 𝜆

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

}︂2

𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢(𝑥, 𝜏)

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑅(𝑥, 𝑡, 𝜁)𝑢(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢𝑓1𝑑𝑥𝑑𝜏.

(3.11)

Введем обозначения:

𝐼1 =
(︁∫︀ 𝑡

0

∫︀ 1
0 𝑥𝑢

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝜏

)︁ 1
2
, 𝐼2 =

(︁∫︀ 𝑡
0

∫︀ 1
0 𝑥𝑢

2𝑑𝑥𝑑𝜏
)︁ 1

2
.

Имеют место неравенства

𝑢2(1, 𝜏) ≤ 3

∫︁ 1

0
𝑥𝑢2(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 1

0
𝑥𝑢2𝑥𝑑𝑥,

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 42. С. 59–74
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[𝜆𝛾(𝜏) + (1− 𝜆)𝛾0]𝑢(1, 𝜏) + 𝜆

∫︁ 1

0
𝑁(𝑦)𝑢(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

⃒⃒⃒
≤ 𝛾1|𝑢(1, 𝜏)|+

+𝑁1

(︂∫︁ 1

0
𝑦𝑢2(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

)︂ 1
2

.

Эти неравенства и равенство (3.11) позволяют оценить величину 𝐼21+
𝐼22 :

2𝐼21 + 2𝐼22 ≤ −
∫︁ 1

0
𝑢2(1, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝛾21

∫︁ 𝑡

0
𝑢2(1, 𝜏)𝑑𝜏+

+ 2𝛾1𝑁1

∫︁ 𝑡

0
|𝑢(1, 𝜏)|

(︂∫︁ 1

0
𝑦𝑢2(𝑦, 𝜏)𝑑𝑦

)︂
𝑑𝜏 +𝑁2

1 𝐼
2
2+

+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢(𝑥, 𝜏)

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑅(𝑥, 𝜏, 𝜁)𝑢(𝑥, 𝜁

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
+ |
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢𝑓1𝑑𝑥𝑑𝜏 | ≤

≤
(︀
𝛾21 − 1 + 𝛾1𝑁1

)︀ ∫︁ 𝑡

0
𝑢2(1, 𝜏)𝑑𝜏 +

(︀
𝛾1𝑁1 +𝑁2

1

)︀
𝐼22+

+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢(𝑥, 𝜏)

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑅(𝑥, 𝜏, 𝜁)𝑢(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢𝑓1𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
≤

≤
[︀
3
(︀
𝛾21 − 1 + 𝛾1𝑁1

)︀
+ 𝛾1𝑁1 +𝑁2

1

]︀
+
(︀
𝛾21 − 1 + 𝛾1𝑁1

)︀
𝐼21+

+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢(𝑥, 𝜏)

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑅(𝑥, 𝜏, 𝜁)𝑢(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢𝑓1𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
.

Отсюда

𝛼1𝐼
2
1 + 𝛽1𝐼

2
2 ≤

⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢(𝑥, 𝜏)

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑅(𝑥, 𝜏, 𝜁)𝑢(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁

)︂
𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
+

+
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0
𝑥𝑢𝑓1𝑑𝑥𝑑𝜏

⃒⃒⃒
. (3.12)

Учитывая положительность чисел 𝛼1 и 𝛽1, применяя далее к каждому
из слагаемых в правой части (3.12) неравенство Юнга и затем исполь-
зуя лемму Гронуолла, получим, что для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняется
априорная оценка∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0

(︀
𝑥𝑢2 + 𝑥𝑢2𝑥

)︀
𝑑𝑥𝑑𝜏 ≤𝑀1

∫︁
𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡, (3.13)

постоянная𝑀1 в которой определяется функциями 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝛾(𝑡),
а также числом 𝑇 .

Очевидным следствием оценки (3.13) является оценка функций
𝑢(0, 𝑡) и 𝑢(1, 𝑡):∫︁ 𝑡

0

[︀
𝑢2(0, 𝜏) + 𝑢2(1, 𝜏)

]︀
𝑑𝜏 ≤𝑀2

∫︁
𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡; (3.14)
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постоянная 𝑀2 в этой оценке вновь определяется лишь функциями
𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝛾(𝑡), а также числом 𝑇 .

На функциях из пространства 𝑉 уравнение (2.1) можно записать в
виде

𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑡 = 𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑡)𝑢+

∫︁ 𝑡

0
𝑅𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓1𝑡(𝑥, 𝑡). (3.15)

Умножая (3.15) на функцию −𝑥𝑢𝑡, интегрируя, повторяя предыдущие
рассуждения и дополнительно используя неравенства (3.13) и (3.14),
получим, что для решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (2.1), (2.2), (3.2), (2.4)
выполняется оценка∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0

(︀
𝑥𝑢2𝜏 + 𝑥𝑢2𝑥𝜏

)︀
𝑑𝑥𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

[︀
𝑢2𝜏 (0, 𝜏) + 𝑢2𝜏 (1, 𝜏)

]︀
𝑑𝜏 ≤𝑀3

∫︁
𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡

(3.16)
с постоянной 𝑀3, определяющейся лишь функциями 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) и
𝛾(𝑡), а также числом 𝑇 .

На следующем шаге умножим уравнение (3.15) на фукнцию 𝑢𝑥𝑥𝑡.
Интегрируя по прямоугольнику 𝑄, используя оценки (3.13), (3.14) и
(3.15), нетрудно получить, что для решений 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (2.1),
(2.2), (3.2), (2.4) выполняется оценка∫︁

𝑄
𝑢2𝑥𝑥𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤𝑀4

∫︁
𝑄
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡 (3.17)

с постоянной 𝑀4, определяющейся функциями 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) и 𝛾(𝑡), а
также числом 𝑇 .

Оценки (3.13), (3.14), (3.16) и (3.17) дают оценку (3.9), представление
же функции 𝑤(𝑥, 𝑡) через функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) дает далее требуемую оценку
(3.8). Как уже говорилось выше, наличие оценки (3.8) означает, что
краевая задача (3.7), (2.2), (3.1) будет иметь решение 𝑤(𝑥, 𝑡), принадле-
жащее пространству 𝑉 , при всех 𝜆 из отрезка [0, 1]. Но тогда и краевая
задача (2.1), (2.2), (3.2), (2.4) будет разрешима в пространстве 𝑉 при
всех 𝜆 из отрезка [0, 1]. А это и означает, что в случае 𝛾0 > 0 нело-
кальная задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству
𝑉 .

Пусть теперь выполняется 𝛾0 = 0. Для положительного числа 𝜀 обо-
значим 𝛾𝜀(𝑡) = 𝛾(𝑡) + 𝜀, 𝛾1𝜀 = 𝛾1 + 𝜀, 𝛼1𝜀 = 3 − 𝛾21𝜀 − 𝛾1𝜀𝑁1, 𝛽1𝜀 =
5− 3𝛾21𝜀 − 4𝛾1𝜀𝑁1 −𝑁2

1 . Определим положительное число 𝜀0 так, чтобы
при 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) выполнялось 𝛼1𝜀 ≥ 𝛼10 > 0, 𝛽1𝜀 ≥ 𝛽10 > 0 с некоторыми
положительными числами 𝛼10 и 𝛽10 (в качестве искомых чисел 𝛼10 и
𝛽10 можно взять, например, числа 1

2𝛼1 и 1
2𝛽1). Согласно доказанному

выше, краевая задача I с функцией 𝛾𝜀(𝑡) в условии (2.3) будет иметь
решение 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 . Очевидно, что для
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семейства {𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)}𝜀∈(0,𝜀0) будут иметь место априорные оценки (3.13),
(3.14), (3.16) и (3.17) с соотвествующими постоянными, не зависящими
от 𝜀. Эти оценки позволят стандартным образом организовать проце-
дуру предельного перехода — взяв вначале последовательность чисел
{𝜀𝑚}∞𝑚=1 из интервала (0, 𝜀0), сходящуюся к нулю, затем с помощью
свойства рефлексивности гильбертова пространства [17] выбрать по-
следовательность {𝑢𝑚𝑘

(𝑥, 𝑡)}∞𝑘=1 решений краевой задачи I с функцией
𝛾𝜀𝑚𝑘

(𝑡), слабо сходящуюся в пространстве 𝐿2(𝑄) вместе со всеми про-
изводными, входящими в уравнение (2.1); предельная функция 𝑢(𝑥, 𝑡)
и будет решением нелокальной краевой задачи I в случае 𝛾0.

Итак, как в случае 𝛾0 > 0, так и в случае 𝛾0 = 0 нелокальная задача
I при выполнении условий теоремы будет разрешима в пространстве 𝑉 .
Единственность в пространстве 𝑉 очевидна — вытекает, например, из
первой априорной оценки.

Теорема полностью доказана.

4. Разрешимость нелокальной задачи II

Техника доказательства резрешимости нелокальной задачи II подоб-
на технике доказательства теоремы 1.

Положим

ℎ(𝑦) = −𝑦
3

3
+ 𝑦2 − 2

3
, 𝑁2 =

∫︁ 1

0
ℎ(𝑦)𝑁(𝑦)𝑑𝑦.

Теорема 2. Пусть выполняются условие (3.1), а также условия
𝛾(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝑏(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1(𝑄);

𝑥−
1
2𝑁(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω);

𝑁2 ≤ 0, 𝛼1 > 0, 𝛽1 > 0.
Тогда, если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓(1, 𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], то
нелокальная задача II имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), такое, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 ,
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 , причем в пространстве 𝑉 это решение единственно.

Доказательство. Для краткости через 𝐵 будем обозначать оператор,
действие которого на заданной функции 𝑣(𝑥, 𝑡) определяется равен-
ством

(𝐵𝑣)(𝑡) = −
∫︁ 1

0
𝑁(𝑥)

(︂∫︁ 1

𝑥
𝑣(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥.

Вновь пусть вначале выполняется условие 𝛾0 ∈ (0, 1), и вновь вос-
пользуемся методом продолжения по параметру.

Пусть 𝑔(𝑥, 𝑡) есть заданная функция из пространства 𝐿2(𝑄), 𝜆 есть
число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим задачу: найти функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), яв-
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ляющуюся в прямоугольнике 𝑄 решением уравнения

𝑣𝑡−𝑣𝑥𝑥𝑡+𝑏(𝑥, 𝑡)𝑣𝑥𝑥+𝑐(𝑥, 𝑡)𝑣+𝜆
[︂
𝑏𝑥(𝑥, 𝑡)𝑣𝑥 − 𝑐𝑥(𝑥, 𝑡)

∫︁ 1

𝑥
𝑣(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

]︂
= 𝑔(𝑥, 𝑡)

(4.1)
и такую, что для нее выполняются условие

𝑣(0, 𝑡)− 𝛾0𝑣(1, 𝑡) = 𝜆 {[𝛾(𝑡)− 𝛾0] 𝑣(1, 𝑡) + (𝐵𝑣)(𝑡), } (4.2)

а также условия (2.2) и (2.4). При 𝜆 = 0 данная краевая задача раз-
решима в пространстве 𝑉 [6], если же 𝜆 ̸= 0, то она несущественным
образом отличается от задачи (2.1), (2.2), (3.2), (2.4). Другими словами,
от задачи (4.1), (4.2), (2.2), (2.4) можно перейти к задаче для функции
𝑤(𝑥, 𝑡), имеющей вид

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝜆(𝑥2 − 2𝑥)

𝛾0
{[𝛾(𝑡)− 𝛾0] 𝑣(1, 𝑡) + (𝐵𝑣)(𝑡)} ,

и при этом функции 𝑣(1, 𝑡) и (𝐵𝑣)(𝑡) вычисляются через функции 𝑤(1, 𝑡)
и (𝐵𝑤)(𝑡). Метод продолжения по параметру при наличии равномерной
по 𝜆 априорной оценки вида (3.8) даст разрешимость краевой задачи
для функции 𝑤(𝑥, 𝑡) в пространстве 𝑉 при всех 𝜆. Требуемую оценку
нетрудно получить, возвращаясь к функции 𝑣(𝑥, 𝑡) и далее используя
технику получения оценки (3.9). Следовательно, при 𝛾0 ∈ (0, 1) краевая
задача (4.1), (4.2), (2.2), (2.4) будет разрешима в пространстве 𝑉 при
всех 𝜆 из отрезка [0, 1]. Далее, в случае 𝛾0 = 0 вновь нетрудно органи-
зовать процедуру предельного перехода (выбирая последовательность
{𝜀𝑚}∞𝑚=1 из интервала (0, 1), используя априорные оценки и учитывая
свойство рефлексивности гильбертова пространства) и тем самым полу-
чить разрешимость в пространстве 𝑉 краевой задачи (4.1), (4.2), (2.2),
(2.4) при 𝜆 = 1 и при 𝛾0 = 0.

Итак, краевая задача (4.1), (4.2), (2.2), (2.4) имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡),
принадлежащее пространству 𝑉 . Положим 𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) =

−
∫︀ 1
𝑥 𝑣(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦. Очевидно, что для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) выполняются усло-

вия (2.2), (2.3) и (2.4); кроме того, для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )
выполняется равенство 𝑢𝑥𝑥(1, 𝑡) = 0. Вследствие специального выбора
функции 𝑔(𝑥, 𝑡) уравнение (4.1) можно записать в виде

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑥𝑥𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡)− 𝑓(1, 𝑡)+

+ 𝑢𝑥𝑥𝑡(1, 𝑡)− 𝑏(1, 𝑡)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡). (4.3)

Поскольку 𝑓(1, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(1, 𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], то тем самым уравнение
(4.3) преобразуется в уравнение (2.1). Другими словами, определенная
по функции 𝑣(𝑥, 𝑡) функция 𝑢(𝑥, 𝑡) и будет искомым решением краевой
задачи II.

Единственность решений краевой задачи II в пространстве 𝑉 оче-
видна. Теорема доказана.
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5. Комментарии и дополнения

5.1. Как было сказано во введении, настоящую работу можно трак-
товать как исследование задач, объединяющих задачи работ [15] и [19].
Вместе с тем заметим, что в настоящей работе получены существенно
новые результаты как по сравнению с [15], так и по сравнению с [19].
Так, в [15] показано, что задача I будет корректна при𝑁(𝑥) ≡ 0 в случае
|𝛾(𝑡)| ≤ 1, в настоящей же работе установлено, что корректность сохра-
нится при выполнении условия 𝛾2(𝑡) < 5

3 . Что же касается работы [19],
то в ней задачи с условием Ионкина не рассматривались вообще.

5.2. С другой стороны, представляется, что функция 𝛾(𝑡) не может
быть произвольно большой. Так, если в уравнении (1) выполняется
𝑏(𝑥, 𝑡) ≡ 0, 𝑐(𝑥, 𝑡) ≡ 0, 𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑁(𝑥) ≡ 0, то в случае 𝛾 = 1

2

(︀
𝑒+ 𝑒−1

)︀
нелокальная задача I будет в случае 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 иметь ненулевые реше-
ния, т. е. будет некорректной (заметим, что в данном примере выпол-
няется 𝛾2 > 5

3).
5.3. Используемые методы позволяют получить разрешимость нело-

кальных задач I и II и в более общих, чем рассмотренные в работе,
случаях. Например, уравнение (1) можно заменить уравнением

𝑢𝑡 − 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑏1(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏2(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

с положительной функцией 𝑎(𝑥, 𝑡), функция 𝑁 может зависеть и от
переменной 𝑡 и т. д.

5.4. Уравнение (2.1), как и обычное уравнение теплопроводности,
возникает при математическом моделировании некоторых тепловых и
диффузионных процессов — см. [9; 10; 23;25].
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