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Аннотация. М. К. Тамбурини и П. Цукка [10] доказали, что специальная линейная
группа размерности больше 13 над кольцом целых гауссовых чисел порождается
тремя инволюциями, две из которых перестановочны. Аналогичный результат для
проективных специальных линейных групп размерности больше 6 установили Д.
В. Левчук и Я. Н. Нужин [9; 2]. В статье рассмотрены оставшиеся малые раз-
мерности. В частности, доказано, что проективная специальная линейная группа
размерности, отличной от 5 и 6, над кольцом целых гауссовых чисел тогда и только
тогда порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны, когда ее
размерность больше 6. Для размерностей 5 и 6 удалось найти только порождающие
тройки инволюций без условия перестановочности двух из них.
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Abstract. M.C.Tamburini and P. Zucca proved that the special linear group of dimen-
sion greater than 13 over the ring of Gaussian integers is generated by three involutions,
two of which commute (J. of Algebra, 1997). A similar result for projective special linear
groups of dimension greater than 6 was established by D. V. Levchuk and Ya. N. Nuzhin
(J. Sib. Fed. Univ. Math. Phys., 2008, Bulletin of Novosibirsk State Univ., 2009). We
consider the remaining small dimensions. It is proved that the projective special linear
group of dimension other than 5 and 6 over the ring of Gaussian integers if and only if is
generated by three involutions, two of which commute when its dimension is greater than
6. For dimension 5 and 6, it was possible to find only generators triples of involutions
without the condition that two of which commute.
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1. Введение

Группы, порожденные тремя инволюциями, две их которых переста-
новочны, будем называть (2 × 2, 2)-порожденными. Очевидно, из (2 ×
2, 2)-порождаемости какой-то группы следует (2× 2, 2)-порождаемость
любого ее неединичного гомоморфного образа, при этом мы не исклю-
чаем того, что две или все три инволюции совпадают. В работе [10] дока-
зана (2× 2, 2)-порождаемость некоторых классических групп над опре-
деленными 𝑑-порожденными областями целостности достаточно боль-
шой размерности 𝑛, зависящей от параметра 𝑑, в частности, доказана
(2 × 2, 2)-порождаемость специальной линейной группы 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z)
над кольцом целых гауссовых чисел Z + 𝑖Z при 𝑛 ≥ 14. В работах [9]
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и [2] установлена (2 × 2, 2)-порождаемость проективной специальной
линейной группы 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) над кольцом целых гауссовых чисел
Z + 𝑖Z при 𝑛 ≥ 8 и соответственно при 𝑛 = 7. Доказательство в [2; 9]
состояло в том, что порождающие тройки указывались в явном виде,
более того, при 𝑛 ̸= 4𝑘 + 2 они выбирались из специальной линейной
группы 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z). Поэтому для таких размерностей справедлив бо-
лее сильный результат. При 𝑛 ≥ 7 и 𝑛 ̸= 4𝑘 + 2 группа 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z)
является (2× 2, 2)-порожденной. Мы рассматриваем оставшиеся малые
размерности 𝑛 ≤ 6. Доказана

Теорема 1. а) Группа 𝑆𝐿2(Z+ 𝑖Z) не порождается никаким множе-
ством инволюций.

б) Группы 𝑃𝑆𝐿2(Z + 𝑖Z), 𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z), 𝑆𝐿4(Z + 𝑖Z), 𝑃𝑆𝐿4(Z + 𝑖Z)
порождаются тремя инволюциями, но не порождаются тремя инво-
люциями, две из которых перестановочны.

в) Группы 𝑆𝐿5(Z + 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) порождаются тремя инво-
люциями.

Поскольку мультипликативная группа кольца Z + 𝑖Z циклическая
порядка 4, то 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) = 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) в случае нечетного 𝑛.
Поэтому в теореме 1 при 𝑛 = 3, 5 мы указываем только 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z).
Группа 𝑆𝐿5(Z + 𝑖Z) порождается тремя инволюциями, но неизвестно,
будет ли она (2 × 2, 2)-порожденной. Группа 𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) не является
(2 × 2, 2)-порожденной [6], но неизвестно, порождается ли она тремя
инволюциями. Тем не менее, объединяя теорему 1 с указанными выше
утверждениями из [2;9], получаем для групп 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z) следующий
почти законченный результат.

Теорема 2. При 𝑛 ̸= 5, 6 группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) тогда и только тогда
порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны,
когда 𝑛 ≥ 7.

В завершение отметим, что при выборе порождающих троек ин-
волюций мы используем методы статьи [5], где доказан следующий
результат. Группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z) тогда и только тогда является (2 × 2, 2)-
порожденной, когда 𝑛 ≥ 5.

2. Определения и предварительные результаты

Пусть 𝑅— произвольное коммутативное кольцо с единицей 1. Зафик-
сируем некоторые специальные элементы из общей линейной группы
𝐺𝐿𝑛(𝑅) и ее подгруппы матриц 𝑆𝐿𝑛(𝑅) с определителем 1 над коль-
цом 𝑅. Для элементов из проективной группы 𝑃𝑆𝐿𝑛(𝑅) будем также
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использовать матричную запись, считая при этом два элемента равны-
ми, если они различаются лишь умножением на скалярную матрицу из
𝑆𝐿𝑛(𝑅). Элементарные трансвекции

𝑡𝑖𝑗(𝑘) = 𝐸𝑛 + 𝑘𝑒𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑅,

будем называть просто трансвекциями, где 𝐸𝑛 — единичная матрица
степени 𝑛, а 𝑒𝑖𝑗 — (𝑛 × 𝑛)-матрица с 1 на позиции (𝑖, 𝑗) и нулями в
остальных местах. Положим также

𝑡𝑖𝑗(𝑅) = ⟨𝑡𝑖𝑗(𝑘) | 𝑘 ∈ 𝑅⟩, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗.

Здесь и далее для любого непустого подмножества 𝑀 некоторой груп-
пы через ⟨𝑀⟩ обозначаем подгруппу, порожденную множеством 𝑀 .
Следующая лемма хорошо известна (см., например, [7, c. 107]).

Лемма 1. Группа 𝑆𝐿𝑛(𝑅) над евлидовым кольцом 𝑅 порождается
подгруппами 𝑡𝑖𝑗(𝑅), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Кольцо целых чисел Z и кольцо целых гауссовых чисел Z + 𝑖Z, где
𝑖2 = −1, евклидовы (см., например, [1, c. 439]), а поскольку 𝑡𝑟𝑠(Z) =
⟨𝑡𝑟𝑠(1)⟩ и 𝑡𝑟𝑠(Z + 𝑖Z) = ⟨𝑡𝑟𝑠(1), 𝑡𝑟𝑠(𝑖)⟩, то следствием леммы 1 является

Лемма 2. а) Группа 𝑆𝐿𝑛(Z) порождается трансвекциями

𝑡𝑖𝑗(1), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

б) Группа 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) порождается трансвекциями 𝑡𝑟𝑠(1), 𝑡𝑟𝑠(𝑖),
𝑟, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

В доказательствах о порождении групп 𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z+ 𝑖Z)
определенным набором инволюций будет использоваться матрица

𝜇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · 0 (−1)𝑛+1

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Группа, порожденная матрицей 𝜇, действует сопряжениями транзитив-
но на множестве трансвекций

𝑇 = {𝑡1𝑛((−1)𝑛+1), 𝑡𝑖+1𝑖(1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1}

и на транспонированном множестве

𝑇 ′ = {𝑡𝑛1((−1)𝑛+1), 𝑡𝑖𝑖+1(1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1}.

Коммутируя между собой элементы из множества 𝑇 или из 𝑇 ′, мы
получим все трансвекции 𝑡𝑖𝑗(1), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Поэтому в силу лем-
мы 2а) каждое из множеств 𝑇 и 𝑇 ′ порождает группу 𝑆𝐿𝑛(Z). Более
того, справедлива
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Лемма 3. а) Группа 𝑆𝐿𝑛(Z) порождается матрицей 𝜇 и одной транс-
векцией из множества 𝑇 или из множества 𝑇 ′.

б) Группа 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) порождается матрицей 𝜇 в совокупности с
одной трансвекцией из множества 𝑇 или из 𝑇 ′ и любой трансвекцией
𝑡𝑟𝑠(𝑖).

в) Группа 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) порождается каждым из множеств 𝑇 и 𝑇 ′

в совокупности с любой трансвекцией 𝑡𝑟𝑠(𝑖).

Как уже отмечалось во введении, утверждение следующей леммы
очевидно, но мы фиксируем его еще раз в виде леммы для удобства
ссылок в доказательствах.

Лемма 4. Из (2 × 2, 2)-порождаемости группы следует (2 × 2, 2)-
порождаемость любого ее неединичного гомоморфного образа.

Пусть 𝐼 — идеал кольца 𝑅. Тогда естественный кольцевой гомомор-
физм 𝜌𝐼 : 𝑅→ 𝑅/𝐼 определяет сюръективный гомоморфизм

𝜓𝐼 : 𝑀𝑛(𝑅) →𝑀𝑛(𝑅/𝐼)

кольца 𝑛×𝑛-матриц 𝑀𝑛(𝑅) с обычными операциями сложения и умно-
жения, где для любой матрицы (𝑎𝑖𝑗) ∈𝑀𝑛(𝑅) по определению

𝜓𝐼 : (𝑎𝑖𝑗) → (𝜌𝐼(𝑎𝑖𝑗)).

С другой стороны, гомоморфизм 𝜌𝐼 индуцирует гомоморфизм групп

𝜙𝐼 : 𝐺𝐿𝑛(𝑅) → 𝐺𝐿𝑛(𝑅/𝐼),

𝜙𝐼 : 𝑆𝐿𝑛(𝑅) → 𝑆𝐿𝑛(𝑅/𝐼),

где также определению

𝜙𝐼 : (𝑎𝑖𝑗) → (𝜌𝐼(𝑎𝑖𝑗)).

Д. А. Супруненко называет 𝜙𝐼 гомоморфизмом Минковского [8, стр.
95]. Однако, гомоморфизм 𝜙𝐼 уже не обязан быть сюръективным как
гомоморфизм 𝜓𝐼 .

Пример 1. Пусть 𝑅 = Z + 𝑖Z, а 𝐼 — идеал, порожденный элемен-
том 3. Мультипликативная группа кольца Z + Z𝑖 имеет порядок 4 и
порождается элементом 𝑖. Поэтому

𝐺𝐿𝑛(Z + Z𝑖) = ⟨𝑑(𝑖)⟩𝑆𝐿𝑛(Z + Z𝑖),

где
𝑑(𝑖) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖, 1, . . . , 1).

Поскольку 𝑆𝐿𝑛 над евклидовым кольцом и над полем порождается
трансвекциями, то редукция по модулю 3 дает гомоморфизм 𝜙𝐼 группы
𝐺𝐿𝑛(Z + Z𝑖) на собственную подгруппу ⟨𝑑(𝑖)⟩𝑆𝐿𝑛(9) индекса 2 группы
𝐺𝐿𝑛(9) (см. доказательство леммы 6 ниже). На этот пример указал
второму автору статьи М. А. Всемирнов еще в 2017 г.
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Далее, как и в примере 1, линейную группу типа 𝑋𝑛 над конечным
полем из 𝑞 элементов будем обозначать через 𝑋𝑛(𝑞).

Лемма 5. Группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(2) является гомоморфным образом групп
𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z).

Доказательство. Поскольку фактор-кольцо (Z + 𝑖Z)/𝐼 по идеалу 𝐼,
порожденному элементом 1 + 𝑖, изоморфно полю из двух элементов и
группы 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) и 𝑆𝐿𝑛(2) = 𝑃𝑆𝐿𝑛(2) порождаются трансвекциями
в силу леммы 1, то гомоморфизм 𝜙𝐼 : 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) → 𝑆𝐿𝑛(2) сюръ-
ективен. Все диагональные и, в частности, скалярные матрицы лежат
в ядре гомоморфизма 𝜙𝐼 . Поэтому существует гомоморфизм группы
𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) на группу 𝑃𝑆𝐿𝑛(2).

Лемма 6. Группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(9) является гомоморфным образом групп
𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z).

Доказательство. В евклидовом кольце свойство элемента 𝑝 быть про-
стым эквивалентно условию максимальности порожденного им идеала,
а простое число 𝑝 ∈ Z остается простым элементом в кольце Z + 𝑖Z
тогда и только тогда, когда 𝑝 = 4𝑘 − 1 (см., например, [1, с. 440, 441]).
Поэтому фактор-кольцо (Z + 𝑖Z)/𝐼 по идеалу 𝐼, порожденному эле-
ментом 3, изоморфно полю из девяти элементов. Группы 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z)
и 𝑆𝐿𝑛(9) порождаются трансвекциями в силу леммы 1, следователь-
но, гомоморфизм 𝜙𝐼 : 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) → 𝑆𝐿𝑛(9) сюръективен. С другой
стороны, имеется гомоморфизм 𝜋 группы 𝑆𝐿𝑛(9) на группу 𝑃𝑆𝐿𝑛(9).
Поэтому композиция 𝜋∘𝜙 задает гомоморфизм 𝑆𝐿𝑛(Z+𝑖Z) на 𝑃𝑆𝐿𝑛(9),
а поскольку все скалярные матрицы лежат в ядре гомоморфизма 𝜋 ∘𝜙,
то существует гомоморфизм 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) на 𝑃𝑆𝐿𝑛(9).

Ниже используются следующие сокращения: 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎𝑏−1, [𝑎, 𝑏] =
𝑎𝑏𝑎−1𝑏−1.

3. Доказательство теоремы 1

Случай SL2. В группе 𝑆𝐿2(𝑅) над любым коммутативным кольцом
с единицей характеристики, отличной от 2, есть только одна инволю-
ция 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,−1), поэтому она не порождается никаким множеством
инволюций.

Случай PSL2. Группа 𝑃𝑆𝐿2(9) не является (2× 2, 2)-порожденной
[4]. Поэтому в силу лемм 4 и 6 группа 𝑃𝑆𝐿2(Z+ 𝑖Z) также не является
(2× 2, 2)-порожденной, но она порождается тремя инволюциями

𝛼 =

(︂
𝑖 0
1 −𝑖

)︂
, 𝛽 =

(︂
−𝑖 0

−1 + 𝑖 𝑖

)︂
, 𝛾 =

(︂
0 𝑖
𝑖 0

)︂
,
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никакие две из которых не перестановочны. Действительно, пусть𝑀 =
⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩. По лемме 2а) две матрицы(︂

1 0
1 1

)︂
= 𝛼𝛽

и (︂
1 1
0 1

)︂
= 𝛾𝛼𝛽𝛾

порождают группу 𝑃𝑆𝐿2(Z) и, в частности, матрица(︂
0 1

−1 0

)︂
= 𝜂

лежит в подгруппе 𝑀 . Следовательно, в 𝑀 лежит и матрица(︂
1 0

1 + 𝑖 1

)︂
= 𝜂𝛾𝛽.

Четыре последних матрицы порождают всю группу 𝑃𝑆𝐿2(Z+Z𝑖) в силу
леммы 2б).

Случаи SL3, SL4 и PSL4. Группы 𝑃𝑆𝐿3(2) и 𝑃𝑆𝐿4(2) не явля-
ются (2 × 2, 2)-порожденными [3], поэтому в силу лемм 4 и 5 группы
𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z), 𝑆𝐿4(Z + 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿4(Z + 𝑖Z) также не является (2× 2, 2)-
порожденными.

Группа 𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z) (= 𝑃𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z)) порождается тремя инволю-
циями, никакие две из которых не перестановочны. В качестве порож-
дающих можно взять инволюции

𝛼 =

⎛⎝ 1 0 0
1 −1 0
0 0 −1

⎞⎠ , 𝛽 =

⎛⎝ −1 0 0
0 −1 0
0 𝑖 1

⎞⎠ , 𝛾 =

⎛⎝ 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

⎞⎠ .

Положим 𝑀 = ⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩. Наша задача — установить равенство 𝑀 =
𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z). Вычисления показывают, что

(𝛼𝛽)2 = 𝑡31(𝑖),

𝛾(𝛼𝛽)2𝛾 = 𝑡13(𝑖),(︁
𝛼
(︀
𝛾(𝛼𝛽)2𝛾

)︀)︁2
= 𝑡23(−𝑖),

[𝑡23(−𝑖), 𝑡31(𝑖)] = 𝑡21(1),

𝛾𝑡21(1)𝛾 = 𝑡23(−1),

𝑡21(−1)𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1),
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𝛾
(︀
𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1)

)︀
𝛾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,−1, 1),

𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,−1, 1) 𝛽 = 𝑡32(𝑖),

𝛾𝑡32(𝑖)𝛾 = 𝑡12(−𝑖),

[𝑡12(𝑖), 𝑡23(𝑖)] = 𝑡13(−1),

[𝑡13(𝑖), 𝑡32(𝑖)] = 𝑡12(−1),

[𝑡21(1), 𝑡13(1)] = 𝑡23(1).

Итак, мы получили все трансвекции 𝑡𝑖𝑗(1), 𝑡𝑖𝑗(𝑖), где 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗.
Поэтому 𝑀 = 𝑆𝐿3(Z + 𝑖Z) в силу леммы 2б). Что и требовалось пока-
зать.

Группа 𝑆𝐿4(Z+𝑖Z) порождается тремя инволюциями, никакие две из
которых не перестановочны. Следовательно, и группа 𝑃𝑆𝐿4(Z+ 𝑖Z) об-
ладает такими порождающими. В качестве порождающих можно взять
инволюции

𝛼 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , 𝛽 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝛾 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
𝑖 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ .

Действительно, вычисления показывают, что

𝛼𝛾 = 𝑡31(1)𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1, 1),

𝛼𝛼𝛾 = 𝑡31(−1)𝑡21(1),

(𝛼𝛼𝛾)𝛽 = 𝑡42(−1)𝑡12(1),

𝛼𝛾(𝛼𝛼𝛾)𝛽𝛼𝛾 = 𝑡42(1)𝑡12(−1)𝑡32(−1),

(𝛼𝛾(𝛼𝛼𝛾)𝛽)2 = 𝑡32(−1).

Далее сопрягая полученную трансвекцию 𝑡32(−1) мономиальными мат-
рицами 𝛽 и 𝛾 и коммутируя результаты сопряжения, получим все транс-
векции 𝑡𝑖𝑗(1), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 𝑖 ̸= 𝑗. Действительно,

𝑡32(−1)𝛾 = 𝑡23(−1),

𝑡32(−1)𝛽 = 𝑡41(−1),

𝑡23(1)
𝛽 = 𝑡14(1),

𝑡32(1)(𝛼𝛼
𝛾)−1𝑡32(−1) = 𝑡21(−1),

(𝛼𝛼𝛾)𝑡21(−1) = 𝑡31(−1),

[𝑡31(1), 𝑡14(1)] = 𝑡34(1),

(𝑡21(1))
𝛽 = 𝑡12(1),
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[𝑡41(1), 𝑡12(1)] = 𝑡42(1),

[𝑡21(1), 𝑡14(1)] = 𝑡24(1),

(𝑡34(1))
𝛽 = 𝑡43(1),

[𝑡14(1), 𝑡43(1)] = 𝑡13(1).

В силу леммы 2а) группа 𝑆𝐿4(Z) лежит в подгруппе 𝑀 = ⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩. Так
как матрица 𝛾 есть произведение трансвекции 𝑡41(𝑖) на мономиальную
матрицу из 𝑆𝐿4(Z), то 𝑡41(𝑖) ∈𝑀 . Сопрягая 𝑡41(𝑖) мономиальными мат-
рицами из 𝑆𝐿4(Z), получим, что все трансвекции 𝑡𝑖𝑗(𝑖), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4,
𝑖 ̸= 𝑗, лежат в𝑀 . В силу леммы 2б)𝑀 = 𝑆𝐿4(Z+𝑖Z). Что и требовалось
показать.

Случай SL5. Группа 𝑆𝐿5(Z+𝑖Z) порождается тремя инволюциями,
никакие две из которых не перестановочны. В качестве порождающих
можно взять инволюции

𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
𝑖 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛾 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Покажем, что группа 𝑀 = ⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ совпадает с 𝑆𝐿5(Z + 𝑖Z). Пусть
𝛽𝛾 = 𝜇. Будем записывать матрицы из 𝑀 в виде произведения транс-
векций и диагональных инволюций. Так,

𝛼 = 𝑡21(𝑖)𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1, 1, 1),

𝛼𝜇 = 𝑡32(𝑖)𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1,−1,−1, 1),

(𝛼𝛼𝜇)2 = 𝑡31(1),

((𝛼𝛼𝜇)2)𝜇
2
= 𝑡53(1),

[𝑡53(1), 𝑡31(1)] = 𝑡51(1).

По лемме 3а) трансвекция 𝑡51(1) и мономиальная матрица 𝜇 порож-
дают группу 𝑆𝐿5(Z), в частности, в 𝑀 лежит диагональная матрица
𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1, 1, 1). Следовательно, в 𝑀 лежит и трансвекция

𝑡21(𝑖) = 𝛼𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1, 1, 1).

Таким образом, трансвекции 𝑡51(1), 𝑡21(𝑖) и мономиальная матрица 𝜇
лежат в 𝑀 . По лемме 3б) 𝑀 = 𝑆𝐿5(Z + 𝑖Z).

Случай PSL6. Группа 𝑃𝑆𝐿6(Z+ 𝑖Z) порождается тремя инволюци-
ями, никакие две из которых не перестановочны. В качестве порожда-
ющих можно взять инволюции
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𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1,−1, 1, 1, 1)𝑡21(−1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝛾 = 𝛼𝑡32(𝑖)𝜇
′
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
𝑖 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 𝑖 −1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝜇′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

В силу построения матрицы 𝛼, 𝛽, 𝛾 лежат в группе 𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z), а их
квадраты являются скалярными матрицами. Поэтому образы матриц
𝛼, 𝛽, 𝛾 в группе 𝑃𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) являются инволюциями.

Покажем, что группа 𝑀 = ⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ совпадает с 𝑃𝑆𝐿6(Z+ 𝑖Z). Пусть

𝜃 = 𝛾𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 −𝑖
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 −𝑖 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

= 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,−1, 1, 1,−1, 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑡45(−𝑖)𝑡16(−𝑖).
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Тогда последовательно получаем следующие равенства

𝛽𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1,−1,−1, 1)𝑡42(𝑖)𝑡43(−1),

𝛽𝜃
4
= 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1,−1,−1, 1)𝑡42(𝑖)𝑡52(1),

𝛽𝜃𝛽𝜃
4
= 𝑡43(1)𝑡52(1),

(𝛽𝜃𝛽𝜃
4
)𝜃 = 𝑡14(1)𝑡64(−𝑖)𝑡65(−1),

[𝛽, (𝛽𝜃𝛽𝜃
4
)𝜃] = 𝑡24(1),

𝑡24(1)
𝜃2 = 𝑡63(𝑖),

𝑡24(1)
𝜃3 = 𝑡25(𝑖)𝑡35(−1),

[𝑡25(𝑖)𝑡35(−1), 𝑡63(𝑖)] = 𝑡65(𝑖),

𝑡65(𝑖)
𝛼 = 𝑡12(𝑖),

[𝑡12(𝑖), 𝑡24(1)] = 𝑡14(𝑖),

(𝑡14(𝑖)𝛽
𝜃4)2 = 𝑡12(1),

[𝑡12(1), 𝑡24(1)] = 𝑡14(1),

𝑡12(1)
𝛼 = 𝑡65(1),

(𝛽𝜃𝛽𝜃
4
)𝜃𝑡14(−1)𝑡65(1) = 𝑡64(−𝑖),

𝑡24(1)
𝜃4 = 𝑡41(𝑖)𝑡51(1),

[𝑡24(1), 𝑡41(𝑖)𝑡51(1)] = 𝑡21(𝑖),

[𝑡41(𝑖)𝑡51(1), 𝑡12(1)] = 𝑡42(𝑖)𝑡52(1),

𝛽𝜃
4
𝑡42(−𝑖)𝑡52(−1) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1,−1,−1, 1),

𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1,−1,−1, 1)𝛼𝛽 = 𝑡21(−1),

[𝛽𝜃𝛽𝜃
4
, 𝑡21(1)] = 𝑡51(1).

[𝑡51(1), 𝑡12(1)] = 𝑡52(1),

𝑡42(𝑖)𝑡52(1)𝑡52(−1) = 𝑡42(𝑖),

𝑡42(𝑖)
𝛼 = 𝑡35(−𝑖),

𝑡64(𝑖)
𝛼 = 𝑡13(𝑖),

[𝑡13(𝑖), 𝑡35(−𝑖)] = 𝑡15(1),

[𝑡65(1), 𝑡51(1)] = 𝑡61(1),

𝑡61(1)
𝛼 = 𝑡16(−1),

[[𝑡64(−𝑖), 𝑡42(𝑖)], 𝑡24(1)]𝛼 = 𝑡13(1).
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Таким образом, все трансвекции вида 𝑡1𝑗(1) лежат в подгруппе 𝑀 .
Далее,

𝑡15(1)
𝜃 = 𝑡31(1),

𝑡31(1)
𝛼 = 𝑡46(1),

[𝑡21(1), 𝑡1𝑗(1)] = 𝑡2𝑗(1), 𝑗 > 2,

[[𝑡64(−𝑖), 𝑡42(𝑖)], 𝑡2𝑗(1)] = 𝑡6𝑗(1), 𝑗 ̸= 2, 6,

[𝑡51(1), 𝑡1𝑗(1)] = 𝑡5𝑗(1), 𝑗 ̸= 1, 5,

[𝑡31(1), 𝑡1𝑗(1)] = 𝑡3𝑗(1), 𝑗 ̸= 1, 3,

[𝑡46(1), 𝑡6𝑗(1)] = 𝑡4𝑗(1), 𝑗 ̸= 4, 6.

Таким образом, в группе 𝑀 лежат хотя бы одна трансвекция вида
𝑡𝑟𝑠(𝑖) и множество трансвекций

𝑇 = {𝑡16(1), 𝑡𝑖+1𝑖(1), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5}.

Поэтому 𝑀 = 𝑃𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) в силу леммы 3в).
Теорема 1 доказана.

4. Заключение

Объединяя теорему 1 настоящей работы вместе с указанными вы-
ше результатами статей [2; 6; 9; 10], заключаем, что для 𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z)
и 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + 𝑖Z) остаются нерешенными только следующие задачи о
порождении данных групп тремя инволюциями, две из которых пере-
становочны, или просто тремя инволюциями.

Задача 1. Порождаются ли группы 𝑆𝐿5(Z+ 𝑖Z) и 𝑃𝑆𝐿6(Z+ 𝑖Z) тремя
инволюциями, две из которых перестановочны?

Задача 2. Порождается ли группа 𝑆𝐿6(Z + 𝑖Z) тремя инволюциями?

Задача 3. Порождается ли группа 𝑆𝐿10(Z+ 𝑖Z) тремя инволюциями,
две из которых перестановочны, или даже просто тремя инволюциями?

Авторы глубоко признателены рецензенту за указанные опечатки и
полезные замечания, которые несомненно способствовали улучшению
текста статьи.
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