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Аннотация. Производящие функции и разностные уравнения представляют собой
мощный аппарат исследования задач перечислительного комбинаторного анализа.
В одномерном случае пространство решений разностного уравнения конечномер-
но. При переходе к многомерной ситуации возникают проблемы, связанные как с
возможностью различных вариантов задания дополнительных условий на реше-
ние разностного уравнения (задача Коши), так и с описанием соответствующего
пространства производящих функций.

Для разностных уравнений в рациональных конусах целочисленной решетки
известны достаточные условия на многогранник Ньютона характеристического мно-
гочлена, обеспечивающие сохранение иерархии Стенли для производящих функций
его решений. А именно, производящая функция является рациональной (алгебраи-
ческой, D-финитной), если таковыми являются производящие функции начальных
данных и правой части уравнения.

В работе предлагается подход для отыскания производящей функции решения
разностного уравнения, основанный на возможности расширения рационального
конуса, в котором ищутся решения уравнения до конуса, в котором выполняются
достаточные условия сохранения иерархии Стенли. Кроме того, приведена инте-
гральная формула, связывающая производящие функции решения в исходном и
расширенном конусах.
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Abstract. Generating functions and difference equations are a powerful tool for study-
ing problems of enumerative combinatorial analysis. In the one-dimensional case, the
space of solutions of the difference equation is finite-dimensional. In the transition to
a multidimensional situation, problems arise related both to the possibility of various
options for specifying additional conditions on the solution of a difference equation (the
Cauchy problem) and to describing the corresponding space of generating functions.
For difference equations in rational cones of an integer lattice, sufficient conditions are
known on the Newton polyhedron of the characteristic polynomial that ensure the preser-
vation of the Stanley hierarchy for the generating functions of its solutions. Namely, a
generating function is rational (algebraic, D-finite) if such are the generating functions
of the initial data and the right side of the equation.
In this paper, we propose an approach for finding the generating function of a solution
to a difference equation based on the possibility of extending the rational cone in which
solutions of the equation are sought to a cone in which sufficient conditions for the
conservation of the Stanley hierarchy are satisfied. In addition, an integral formula is
given that relates the generating functions of the solution in the original and extended
cones.

Keywords: multidimensional difference equations, Cauchy problem, generating func-
tion, Newton polyhedron of the characteristic polynomial, rational cone
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1. Введение

Важнейшей с точки зрения перечислительного комбинаторного ана-
лиза является задача описания пространства решений разностного ура-
внения и нахождения производящих функций этих решений. Один из
способов описания пространства решений многомерного разностного
уравнения состоит в том, чтобы задать дополнительные условия на
решение (задача Коши), обеспечивающие его существование и един-
ственность (см., например, [2; 9]). Существенную роль при этом игра-
ют геометрические характеристики многогранника Ньютона характе-
ристического многочлена разностного уравнения. В [3; 4] были найде-
ны достаточные условия на многогранник Ньютона, обеспечивающие
не только разрешимость задачи Коши, но и позволяющие получить
формулу для производящей функции решения и исследовать принад-
лежность производящей функции решения одному из классов иерар-
хии Стенли: рациональные, алгебраические, D-финитные (D-конечные)
функции. Наиболее полезными и широко используемыми являются ра-
циональные функции (см., например, [6]).

В случае, когда условия, обеспечивающие сохранение иерархии Стен-
ли, не выполняются, возникают проблемы, связанные с отсутствием
явной формулы, в которой производящая функция решения задачи
Коши выражается через производящую функцию начальных данных.
В работе предлагается подход к их решению, основанный на возмож-
ности расширить множество, на котором ищутся решения разностного
уравнения. При этом разностное уравнение и многогранник Ньютона не
меняются, а условия на многогранник Ньютона, обеспечивающие разре-
шимость задачи Коши, выполняются, что и позволяет найти формулу
для производящей функции решения.

Отметим, что с точки зрения теории кратных степенных рядов (про-
изводящих функций) предлагаемый подход является в некотором смыс-
ле обратным к задаче отыскание сечений кратного степенного ряда
(см. [13]) или к задаче исследования аналитических свойств «диаго-
нальных» рядов (см. [1; 5; 10;11]).

Во втором параграфе работы формулируется задача о «продолже-
нии» решения задачи Коши в больший конус и приводится формула
(теорема 1), связывающая производящую функцию решения задачи
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Коши в исходном конусе с производящей функцией решения в расши-
ренном конусе.

В §3 приведена интегральная формула (теорема 2) для производящей
функции решения исходной задачи Коши.

2. Обозначения, определения, постановка задачи, основной
результат

На комплекснозначных функциях 𝑓(𝑥) целочисленных переменных
определим операторы 𝛿𝑗 сдвига по переменным 𝑥𝑗 :

𝛿𝑗𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗 + 1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛)

и полиномиальный разностный оператор вида

𝑃 (𝛿) =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑐𝜔𝛿
𝜔,

где 𝛿𝜔 = 𝛿𝜔1
1 · · · · · 𝛿𝜔𝑛

𝑛 , Ω ⊂ Z𝑛 — конечное множество точек 𝑛-мерной
целочисленной решетки Z𝑛, 𝑐𝜔 — постоянные коэффициенты.

Рассмотрим разностное уравнение∑︁
𝜔∈Ω

𝑐𝜔𝛿
𝜔𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝐾 ⊂ Z𝑛,

В качестве 𝐾 естественно выбрать конус, который вместе с точкой 𝑥
содержит и все точки 𝑥+ 𝜔.

Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 линейно независимые векторы с целочисленными
координатами 𝑎𝑗 =

(︀
𝑎𝑗1, . . . , 𝑎

𝑗
𝑛

)︀
, 𝑎𝑗𝑖 ∈ Z. Рациональным конусом, по-

рожденным векторами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, называется множество

𝐾 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 = 𝜆1𝑎
1 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑎

𝑛, 𝜆𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}.

Между точками 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛 определим отношение частичного порядка
>
𝐾

следующим образом:

𝑢>
𝐾
𝑣 ⇔ 𝑢 ∈ 𝑣 +𝐾,

где 𝑣+𝐾 — сдвиг конуса 𝐾 на вектор 𝑣. Кроме того, будем писать 𝑢�
𝐾

𝑣,

если 𝑢− 𝑣 ̸∈ 𝐾.
Для фиксированного 𝑚 ∈ 𝐾 ∩ Z𝑛 обозначим

𝐾𝑚 = {𝑥 ∈ 𝐾 ∩ Z𝑛 : 𝑥�
𝐾

𝑚}

и будем называть точки этого множества начальными (граничными).

Известия Иркутского государственного университета.
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Сформулируем следующую задачу.
Найти функцию 𝑓(𝑥), удовлетворяющую уравнению

𝑃 (𝛿)𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾 ∩ Z𝑛, (2.1)

где 𝑓(𝑥) — неизвестная, а 𝑔(𝑥) — заданная на множестве 𝐾 ∩ Z𝑛

функция, и совпадающую на множестве 𝐾𝑚 с заданной функцией 𝜙(𝑥):

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾𝑚. (2.2)

Эту задачу будем называть задачей Коши для уравнения (2.1), а
условие (2.2) — начальными данными задачи Коши.

В одномерном случае 𝐾 = Z> и уравнение примет вид
𝑚∑︀
𝜔=0

𝑐𝜔𝑓(𝑥 +

𝜔) = 0, 𝑐𝑚 ̸= 0. Пространство решений в этом случае конечномерно и
всякое решение 𝑓(𝑥) полностью определяется своими значениями в 𝑚
точках 𝑥 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.

Для 𝑛 > 1 различные варианты постановки задачи Коши в ра-
циональных конусах целочисленной решетки исследовались в работах
[7; 8; 12;14].

Характеристическим многочленом для разностного оператора (2.1)
назовем многочлен Лорана 𝑃 (𝑧) =

∑︀
𝜔∈Ω

𝑐𝜔𝑧
𝜔.

Многогранником Ньютона 𝑁𝑃 многочлена 𝑃 (𝑧) называется выпук-
лая оболочка в R𝑛 элементов множества Ω.

Обозначим 𝐹 (𝑧) =
∑︀

𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝑓(𝑥)
𝑧𝑥 , Φ𝜔(𝑧) =

∑︀
𝑥∈𝐾∩Z𝑛,𝑥�

𝐾

𝜔

𝜙(𝑥)
𝑧𝑥 , 𝐺(𝑧) =

∑︀
𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝑔(𝑥)
𝑧𝑥 производящие функции решения 𝑓(𝑥) задачи (2.1)–(2.2),

начальных данных (2.2) и правой части 𝑔(𝑥) соответственно.
Рассмотрим задачу Коши в конусе �̃�, не совпадающем с конусом 𝐾

таком, что 𝑁𝑃 ⊂ �̃�. Требуется найти функцию 𝑓(𝑥), удовлетворяющую
уравнению

𝑃 (𝛿)𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ �̃� ∩ Z𝑛, (2.3)

и совпадающую на множестве �̃�𝑚 = {𝑥 ∈ �̃� ∩ Z𝑛 : 𝑥�
�̃�

𝑚} с заданной

функцией 𝜙(𝑥):

𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ �̃�𝑚. (2.4)

Обозначим 𝐹 (𝑧) =
∑︀

𝑥∈�̃�∩Z𝑛

𝑓(𝑥)
𝑧𝑥 , Φ̃𝜔(𝑧) =

∑︀
𝑥∈�̃�∩Z𝑛,𝑥�

�̃�

𝜔

𝜙(𝑥)
𝑧𝑥 и �̃�(𝑧) =

∑︀
𝑥∈�̃�∩Z𝑛

𝑔(𝑥)
𝑧𝑥 производящие функции решения 𝑓(𝑥) задачи (2.3)–(2.4),

начальных данных (2.4) и правой части 𝑔(𝑥) соответственно.
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Естественным образом возникает вопрос о связи решений задач
(2.1)–(2.2) и (2.3)–(2.4) и их производящих функций. В общем случае
это трудная задача, однако, при дополнительных условиях на много-
гранник Ньютона и конусы 𝐾 и �̃� эту связь установить возможно.
Важным частным случаем является ситуация 𝐾 ⊂ �̃�. Её можно ин-
терпретировать так, что решения уравнения (2.1) «продолжаются» в
больший конус. Если в этом конусе удается, не меняя разностного урав-
нения, найти хорошую (явную) формулу для производящей функции
решения, то это представляет интерес, например, с точки зрения пере-
числительного комбинаторного анализа.

В качестве конуса �̃� рассмотрим конус, порожденный векторами𝑚−
𝜔, 𝜔 ∈ Ω и назовем его конусом при вершине𝑚 многогранника Ньютона.

Скелетом рационального конуса называется множество всех прими-
тивных (не кратных) целочисленных векторов в гранях размерности
1.

Теорема 1. Если 𝐾 ⊂ �̃� и скелет конуса �̃� при вершине 𝑚 содержит
ровно 𝑛 векторов, то задача (2.1)–(2.2) имеет единственное решение
𝑓(𝑥) и существует решение 𝑓(𝑥) задачи (2.3)–(2.4) такое, что

1) 𝑓(𝑥)|𝐾 = 𝑓(𝑥),
2) для производящей функции 𝐹 (𝑧) решения задачи (2.3)–(2.4) спра-

ведлива формула

𝐹 (𝑧) =
∑︁
𝜔∈Ω

𝑐𝜔𝑧
𝜔 1

𝑃 (𝑧)
Φ̃𝜔(𝑧) + �̃�(𝑧)

1

𝑃 (𝑧)
. (2.5)

Доказательство. Так как скелет конуса �̃� при вершине 𝑚 содержит
ровно 𝑛 векторов, то �̃� — симплициальный конус (т. е. любой элемент
выражается через образующие единственным образом �̃� = ⟨𝑏1, . . . , 𝑏𝑛⟩).

Докажем, что существует решение задачи (2.3)–(2.4).
Обозначим элементы множества Ω = {𝜔1, . . . , 𝜔𝑟}. Тогда по опреде-

лению конус �̃� = {𝑦 : 𝑦 = 𝜂1(𝑚−𝜔1)+ . . .+𝜂𝑟(𝑚−𝜔𝑟), 𝜂1, . . . , 𝜂𝑟 ∈ Z>}.
Из условия 𝐾 ⊂ �̃� следует, что любой элемент 𝑥 ∈ 𝐾 также лежит и в
�̃�. Условие 𝑥 ∈ �̃� означает, что 𝑥6

�̃�

0, тогда

𝜂1(𝑚− 𝜔1) + . . .+ 𝜂𝑟(𝑚− 𝜔𝑟)6
�̃�

0.

Отсюда следует, что 𝑚−𝜔𝑗 6
�̃�

0 для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, поэтому выпол-

няется условие
𝑚6

�̃�

𝜔, для любого 𝜔 ∈ Ω. (2.6)

Условие (2.6) обеспечивает существование и единственность решения
задачи (2.3)–(2.4) (см. [3]).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 40. С. 3–14
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Покажем, что из условия 𝐾 ⊂ �̃� также следует, что задача (2.1)–
(2.2) имеет единственное решение.

Двойственным к конусу �̃� называется конус

�̃�* = {𝑘 ∈ R𝑛 : ⟨𝑘, 𝑥⟩ > 0, 𝑥 ∈ �̃�},

где ⟨𝑘, 𝑥⟩ = 𝑘1𝑥1 + · · · + 𝑘𝑛𝑥𝑛. Обозначим множество его внутренних
точек ˚̃𝐾*.

Из условия 𝑚6
�̃�

𝜔 для любого 𝜔 ∈ Ω следует, что ⟨𝜈,𝑚⟩ = max
𝜔∈Ω

⟨𝜈, 𝜔⟩

для некоторого 𝜈 ∈ ˚̃*
𝐾 ∩ Z𝑛. Действительно, так как 𝑚 − 𝜔 ∈ �̃�, то

⟨𝜈,𝑚 − 𝜔⟩ > 0 или ⟨𝜈,𝑚⟩ > ⟨𝜈, 𝜔⟩ для всех 𝜔 ∈ Ω, что и означает
⟨𝜈,𝑚⟩ = max

𝜔∈Ω
⟨𝜈, 𝜔⟩. Так как 𝐾 ⊂ �̃�, то �̃�* ⊂ 𝐾*, т. е. 𝜈 принадлежит и

конусу 𝐾*.
Таким образом условие, что 𝑚 — вершина многогранника Ньютона,

означает, что задача (2.1)–(2.2) имеет единственное решение (см. [7]).
Докажем, что 𝑓(𝑥)|𝐾 = 𝑓(𝑥). Действительно, так как 𝐾 ⊂ �̃� и ске-

лет конуса �̃� при вершине 𝑚 содержит ровно 𝑛 векторов, то согласно
теореме 1 работы [12] задачи (2.1)–(2.2) и (2.3)–(2.4) согласованы, т. е.
𝑓(𝑥)|𝐾 = 𝑓(𝑥).

Так как выполняется условие (2.6), то для производящей функции
𝐹 (𝑧) решения задачи (2.3)–(2.4) справедлива формула (2.5), где под
1

𝑃 (𝑧) понимается ряд Лорана, определяемый следующим образом (см.
также [3])

1

𝑃 (𝑧)
=

1

𝑐𝑚𝑧𝑚 +
∑︀
𝜔 ̸=𝑚

𝑐𝜔𝑧𝜔
=

1

𝑐𝑚𝑧𝑚
(︁
1−

∑︀
𝜔 ̸=𝑚

𝑐𝜔𝑧𝜔−𝑚
)︁ =

=
1

𝑐𝑚𝑧𝑚

∞∑︁
𝑘=0

(︁∑︁
𝜔 ̸=𝑚

𝑐𝜔𝑧
𝜔−𝑚

)︁𝑘
=

∑︁
𝑥∈�̃�∩Z𝑛

𝑝𝑥
𝑧𝑥
.

3. Интегральное представление для производящей функции
решения задачи Коши

Приведем интегральную формулу, связывающую производящие фу-
нкции решений задач (2.1)–(2.2) и (2.3)–(2.4).

Обозначим 𝜏 = 𝑎1 + · · · + 𝑎𝑛 и Π𝜏 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 06
𝐾
𝑥<
𝐾
𝜏} 𝑛-мерный

параллелотоп. В работе [7] (лемма 6) показано, что геометрическая про-
грессия ℰ(𝜉) =

∑︀
𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝜉𝑥 сходится для 𝜉 таких, что |𝜉𝑎𝑗 | < 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛
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и ее сумма равна

ℰ(𝜉) =
∑︁

𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝜉𝑥 =
(︁ ∑︁
𝑣∈Π𝜏∩Z𝑛

𝜉𝑣
)︁ 𝑛∏︁
𝑖=1

(1− 𝜉𝑎
𝑖
)−1.

Пусть 𝐸(𝜉) = ℰ(1𝜉 ), тогда областью сходимости функции 𝐸(𝜉) является
𝑀𝑎 = {𝜉 : |𝜉𝑎𝑗 | > 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}. Если 𝐾 ⊂ �̃�, то 𝑀𝑎 ⊃ 𝑀𝑏 = {𝜉 :

|𝜉𝑏𝑗 | > 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}, т. е. прогрессия 𝐸(𝜉) сходится и в области 𝑀𝑏.

Обозначим �̃�(𝜉) =
∑︀

𝑦∈�̃�∩Z𝑛

𝛾(𝑦)
𝜉𝑦 , где 𝛾(𝑦) =

{︂
0, 𝑦 ∈ 𝐾

1, 𝑦 ∈ �̃� ∖𝐾,

Теорема 2. Если производящие функции начальных данных Φ̃𝜔(𝑧) и
правой части �̃�(𝑧) задачи Коши (2.3)–(2.4) сходятся в области 𝒟𝑟 =

{𝜉 ∈ C𝑛 : |𝜉𝑏𝑗 | > 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}, то для 𝑧 ∈ {𝑧 : |𝑧𝑏𝑗 | > 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}
справедлива интегральная формула, связывающая 𝐹 (𝑧) и 𝐹 (𝑧)

𝐹 (𝑧) =
1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
𝑇

𝐹 (𝜉)�̃�
(︁𝑧
𝜉

)︁𝑑𝜉
𝜉
, (3.1)

где 𝑇 = {𝜉 ∈ C𝑛 : |𝜉𝑏𝑗 | = 𝜌𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}, а 𝜌 удовлетворяет условию
𝑟𝑗 < 𝜌𝑗 < |𝑧𝑏𝑗 |, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Из формулы (2.5) теоремы 1 следует, что ряд 𝐹 (𝜉)
сходится в области 𝒟𝑟 и для 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑛), удовлетворяющих усло-
виям теоремы 2, ряды 𝐹 (𝜉) и �̃�

(︁
𝑧
𝜉

)︁
сходятся на остове 𝑇 абсолютно и

равномерно. Перемножая их и почленно интегрируя, получим:

1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
𝑇

∑︁
𝑥∈�̃�∩Z𝑛

𝑓(𝑥)

𝜉𝑥

∑︁
𝑦∈�̃�∩Z𝑛

𝛾(𝑦)𝜉𝑦

𝑧𝑦
𝑑𝜉

𝜉
=

=
1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
𝑇

∑︁
𝑥,𝑦∈𝐾∩Z𝑛

𝑓(𝑥)

𝜉𝑥
𝜉𝑦

𝑧𝑦
𝑑𝜉

𝜉
=

1

(2𝜋𝑖)𝑛

∑︁
𝑥,𝑦∈𝐾∩Z𝑛

∫︁
𝑇

𝑓(𝑥)

𝜉𝑥
𝜉𝑦

𝑧𝑦
𝑑𝜉

𝜉
.

Далее, используя формулу 1
(2𝜋𝑖)𝑛

∫︀
𝑇

𝜉𝑘𝑑𝜉 =

{︂
0, при 𝑘 ̸= (−1, . . . ,−1),
1, при 𝑘 = (−1, . . . ,−1),

и

равенство 𝑓(𝑥)|𝐾 = 𝑓(𝑥), получим

1

(2𝜋𝑖)𝑛

∑︁
𝑥,𝑦∈𝐾∩Z𝑛

∫︁
𝑇

𝑓(𝑥)

𝜉𝑥
𝜉𝑦

𝑧𝑦
𝑑𝜉

𝜉
=

1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
𝑇

∑︁
𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝑓(𝑥)

𝑧𝑥
𝑑𝜉

𝜉
=

=
∑︁

𝑥∈𝐾∩Z𝑛

𝑓(𝑥)

𝑧𝑥
= 𝐹 (𝑧).
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Заметим, что формулы, подобные интегральной формуле (3.1), при-
водились в [12].

Пример 1. Пусть конус 𝐾 порожден векторами 𝑎1 = (1, 0), 𝑎2 = (1, 1).
Рассмотрим разностное уравнение

𝑓(𝑥1+2, 𝑥2+1) = 𝑓(𝑥1+2, 𝑥2)+𝑓(𝑥1+1, 𝑥2+1), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐾∩Z2. (3.2)

Пусть Ω = {(2, 1), (2, 0), (1, 1)}, точка 𝑚 = (2, 1). Сформулируем
задачу Коши: найти решение уравнения (3.2) при выполнении условий

𝑓(𝑘, 0) = 1, 𝑘 = 0, 1, . . .

𝑓(0, 0) = 1, 𝑓(1, 1) = 2, 𝑓(2, 2) = 6, 𝑓(3, 3) = 20, . . . (3.3)

Производящая функция для 𝑓(𝑘, 𝑘) равна
∞∑︀
𝑘=0

𝑓(𝑘,𝑘)
𝑡𝑘

= 1√︁
1− 4

𝑡

.

Задача Коши (3.2)–(3.3) имеет единственное решение. Для того что-
бы найти явную формулу для производящей функции решения, нам
нужно, чтобы выполнялось условие (2.6) для всех 𝜔 ∈ Ω. В нашем
примере оно не выполняется, поэтому мы расширим конус до �̃�, по-
рожденного векторами 𝑏1 = (1, 0), 𝑏2 = (0, 1), и рассмотрим в этом
конусе разностное уравнение (3.2) с начальными данными

𝑓(𝑘, 0) = 1, 𝑘 = 0, 1, . . .

𝑓(0, 𝑘) = 1, 𝑘 = 0, 1, . . .

𝑓(1, 𝑘) = 𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, . . . . (3.4)
По теореме из [12] можно найти такие начальные данные, что сужение
решения с носителем в �̃� на конус𝐾 будет совпадать с решением задачи
(3.2)–(3.3). В нашем случае они находятся единственным образом.

В конусе �̃� задача Коши (3.2), (3.4) имеет единственное решение и
вершина 𝑚 = (2, 1) удовлетворяет условию (2.6), благодаря чему мы
можем найти производящую функцию решения задачи (3.2),(3.4) 𝐹 по
формуле (2.5):

𝐹 (𝑧) =
𝑧1𝑧2

𝑧1𝑧2 − 𝑧1 − 𝑧2
.

Далее, используя формулу (3.1), найдем производящую функцию 𝐹 (𝑧)
решения исходной задачи (3.2)–(3.3)

𝐹 (𝑧) =
𝑧21𝑧2 + 𝑧1

√︀
𝑧1𝑧2(𝑧1𝑧2 − 4)√

𝑧1𝑧2 − 4(
√
𝑧1𝑧2(𝑧1 − 2) + 𝑧1

√
𝑧1𝑧2 − 4)

.
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4. Заключение

В работе предлагается подход к решению проблем, связанных с от-
сутствием явной формулы, в которой производящая функция решения
задачи Коши выражается через производящую функцию начальных
данных. Данный подход основан на возможности расширить множе-
ство, на котором ищутся решения разностного уравнения. При этом
разностное уравнение и многогранник Ньютона не меняются, а усло-
вия на многогранник Ньютона, обеспечивающие разрешимость задачи
Коши, выполняются, что и позволяет найти формулу для производящей
функции решения.

В статье формулируется задача о «продолжении» решения задачи
Коши в больший конус, приводятся формула, связывающая производя-
щую функцию решения задачи Коши в исходном конусе с производящей
функцией решения в расширенном конусе, и интегральная формула для
производящей функции решения исходной задачи Коши.
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