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Аннотация. Рассмотрены мультифункции на двухэлементном множестве вместе с
операторами суперпозиции и разветвления по предикату равенства. Оператор супер-
позиции основан на пересечении множеств. Основная цель работы — описание всех
замкнутых относительно рассматриваемых операторов классов. Оператор разветв-
ления по предикату равенства позволяет поставленную задачу свести к описанию
всех замкнутых классов, порожденных мультифункциями от двух переменных. По-
казано, что решетка замкнутых относительно рассматриваемых операторов классов
содержит 237 элементов, что расширяет известный результат о всех замкнутых клас-
сах частичных функций на двухэлементном множестве. Для каждого замкнутого
класса указано порождающее множество.
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1. Введение

При изучении функциональных систем одной из основных задач яв-
ляется задача описания всех замкнутых относительно операторов за-
мыкания классов функций. Для булевых функций, рассматриваемых
вместе с оператором суперпозиции, эта задача была решена Э. Постом в
1921 г. В [2] можно посмотреть компактное представление этого резуль-
тата. Решетка замкнутых классов булевых функций является счетной
и потому эффективно описываемой. Если рассматривать только опе-
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ратор суперпозиции, то для многих функциональных систем решетка
замкнутых классов является континуальной. К таким функциональным
системам относятся функции 𝑘-значной логики [10], частичные функ-
ции [1], гиперфункции [11]. Эффективное описание континуальных мно-
жеств — как правило, труднорешаемая задача. Поэтому интерес стали
вызывать функциональные системы, где наряду с суперпозицией рас-
сматриваются и другие операторы, которые приводят к конечной или
счетной классификации. Одним из таких операторов является оператор
разветвления по предикату равенства [3].

Оператор разветвления по предикату равенства рассматривался на
функциях 𝑘-значной логики [9], на частичных функциях [4; 5], гипер-
функциях [7;12].

Говоря о гипер- и мультифункциях, стоит заметить, что по суперпо-
зиции 𝑓(𝑔1 . . . , 𝑔𝑛) можно неоднозначно определить соответствующую
гипер- или мультифункцию (см., например, [8], где рассматриваются
определения, основанные на объединении и пересечении множеств).

В представленной работе рассматриваются мультифункции на двух-
элементном множестве с операторами суперпозиции и разветвления по
предикату равенства. При этом рассматривается так называемая 𝑆𝐼 -
суперпозиция, которая основана на пересечении множеств [6;8]. Показа-
но, что решетка замкнутых относительно рассматриваемых операторов
классов содержит 237 элементов. Так как множество частичных бу-
левых функций является подмножеством множества мультифункций
на двухэлементном множестве, то среди 237 множеств содержится 100
замкнутых классов, описанных в [5].

2. Основные понятия и определения

Дадим строгие определения множеств мультифункций (𝑀), гипер-
функций (𝐻), частичных (𝑂*) и всюду определенных (𝑂) функций на
конечном множестве 𝐴. Пусть 𝑛 ∈ N, тогда

𝑀𝑛 =
{︀
𝑓 | 𝑓 : 𝐴𝑛 → 2𝐴

}︀
, 𝑀 =

⋃︁
𝑛

𝑀𝑛,

𝐻𝑛 =
{︀
𝑓 | 𝑓 : 𝐴𝑛 → 2𝐴 ∖ {∅}

}︀
, 𝐻 =

⋃︁
𝑛

𝐻𝑛,

𝑂*
𝑛 = {𝑓 | 𝑓 : 𝐴𝑛 → 𝐴 ∪ {∅}} , 𝑂* =

⋃︁
𝑛

𝑂*
𝑛,

𝑂𝑛 = {𝑓 | 𝑓 : 𝐴𝑛 → 𝐴} , 𝑂 =
⋃︁
𝑛

𝑂𝑛.

Мощность множества 𝐴 называется рангом мультифункций.
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При изучении гипер- и мультифункций, как правило, множество {𝑎},
состоящее из одного элемента, не отличают от элемента 𝑎 этого множе-
ства (если это не вызывает недоразумения), что позволяет не писать
лишний раз скобки. В соответствии с этим, во-первых, утверждение
𝑎 ∈ 𝑎 является справедливым, а во-вторых, являются справедливыми
следующие вложения 𝑂 ⊆ 𝑂* ⊆𝑀 и 𝑂 ⊆ 𝐻 ⊆𝑀 .

Если 𝑓 — 𝑛-местная мультифункция, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 — 𝑚-местные муль-
тифункции или переменные, то суперпозиция 𝑓(𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), . . . ,
𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)) задает мультифункцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) следующим обра-
зом1: если набор (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) ∈ 𝐸𝑚

2 , то по определению

𝑔(𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) =

⎧⎪⎨⎪⎩
⋂︀

𝛽𝑖∈𝑓𝑖(𝛼1,...,𝛼𝑚)

𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), если пересечение не пусто;⋃︀
𝛽𝑖∈𝑓𝑖(𝛼1,...,𝛼𝑚)

𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), иначе.

(1)
Для мультифункции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) будем говорить, что она получена

𝑆𝐼 -суперпозицией из мультифункций 𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛.
Будем говорить, что мультифункция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) получается из

мультифункций 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) с помощью операции раз-
ветвления по предикату равенства, если для некоторых 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}
выполняется соотношение

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

{︃
𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), если 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 ,

𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), в противном случае.
(2)

Пусть 𝑅𝑚 —𝑚-местный предикат. Будем говорить, что (мульти)фун-
кция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) сохраняет предикат 𝑅𝑚, если для любых 𝑛 наборов

(𝛼11, . . . , 𝛼𝑚1), . . . , (𝛼1𝑛, . . . , 𝛼𝑚𝑛),

принадлежащих предикату, набор

(𝑓(𝛼11, . . . , 𝛼1𝑛), . . . , 𝑓(𝛼𝑚1, . . . , 𝛼𝑚𝑛))

также принадлежит 𝑅𝑚.
Множество (мульти)функций, сохраняющих предикат 𝑅, обознача-

ется как Pol𝑅. Удобно задавать 𝑚-местный предикат, содержащий 𝑛
наборов, матрицей размерности 𝑚× 𝑛, в которой столбцами являются
наборы из предиката.

Множество функций из 𝑂2, сохраняющих некоторый предикат, за-
данный на множестве 𝐸2, является замкнутым (см., например, [2]), в
общем же случае множество мультифункций, сохраняющих предикат,
необязательно замкнуто относительно суперпозиции. Но справедливы
следующие леммы.

1 Это определение впервые введено в [6]. В [8] приводится одно из обоснований
такого определения.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2021. Т. 38. С. 96–111



О РЕШЕТКЕ 𝐸𝑆𝐼 -ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ МУЛЬТИФУНКЦИЙ РАНГА 2 99

Лемма 1. [6; 8] Если мультифункция 𝑓 получена суперпозицией фун-
кций 𝑔, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑚, сохраняющих некоторый предикат 𝑅, то на двоич-
ных наборах из предиката мультифункция 𝑓 обязательно возвращает
набор (не обязательно двоичный) из предиката.

Лемма 2. [8] Пусть мультифункция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)
получена из мультифункции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) введением
фиктивной переменной 𝑥𝑖, предикат 𝑅 задан на множестве 2𝐴. Муль-
тифункция 𝑓 сохраняет предикат 𝑅 тогда и только тогда, когда муль-
тифункция 𝑔 сохраняет предикат 𝑅.

В дальнейшем рассматриваем мультифункции, заданные на множе-
стве 𝐴 = 𝐸2 = {0, 1}. При этом для множества 𝐸2 используется обозна-
чение «−» (прочерк), а для пустого множества — обозначение «*». На-
ряду с термином «мультифункция» используется термин «функция»,
если это не вызывает недоразумения.

Определим 𝐸𝑆𝐼 -замыкание множества 𝑄 ⊆ 𝑀2, как множество всех
мультифункций из 𝑀2, которые можно получить из 𝑄 операциями вве-
дения фиктивных переменных, 𝑆𝐼 -суперпозиции и разветвления по пре-
дикату равенства. 𝐸𝑆𝐼 -замыкание множества 𝑄 обозначаем как [𝑄] или
[𝑄]𝐸𝑆𝐼

.
Множество мультифункций, которое совпадает со своим замыкани-

ем, называется 𝐸𝑆𝐼 -замкнутым множеством. Будем говорить, что мно-
жество 𝑅 ⊆ 𝑄 порождает 𝐸𝑆𝐼 -замкнутое множество 𝑄 (𝐸𝑆𝐼 -полно в
множестве 𝑄), если [𝑅] = 𝑄. Множество 𝑅 ⊆ 𝑀2 называется 𝐸𝑆𝐼 -
предполным, если 𝐸𝑆𝐼 -замыкание 𝑅 отлично от𝑀2, но 𝐸𝑆𝐼 -замыкание
множества 𝑅 ∪ {𝑓} совпадает с 𝑀2 для любой мультифункции 𝑓 /∈ 𝑅.

3. 𝐸𝑥𝑆𝐼-замыкание

Оператор разветвления по предикату равенства позволяет свести
изучение 𝐸𝑆𝐼 -замкнутости множеств мультифункций к изучению 𝐸𝑆𝐼 -
замкнутости множеств функций, зависящих от двух переменных.

Лемма 3. Любой 𝐸𝑆𝐼-замкнутый класс мультифункций из 𝑀2 по-
рождается множеством всех своих мультифункций, зависящих не
более чем от двух переменных.

Доказательство. Доказательство этого утверждения полностью повто-
ряет соответствующее для частичных функций из [4].

Лемма 3 позволяет свести задачу описания 𝐸𝑆𝐼 -замкнутых классов
мультифункций к построению всех 𝐸𝑆𝐼 -замкнутых множеств мульти-
функций двух переменных.
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Замечание 1. При получении мультифункции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), завися-
щей от 𝑛 переменных, через мультифункции 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘, зависящих не
более чем от 𝑛 переменных, может потребоваться использование про-
межуточных функций, которые зависят более чем от 𝑛 переменных.

Пример 1. Пусть 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) = (1111), 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = (− − −1), 𝑓3(𝑥1) =
(−1). Применение 𝐸𝑆𝐼 -замыкания к мультифункциям без использова-
ния функций большего числа переменных не дает новых мультифунк-
ций. Однако если рассмотреть:

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{︃
𝑓1(𝑥1, 𝑥2), если 𝑥1 = 𝑥3,

𝑓2(𝑥1, 𝑥2), иначе.

то можно получить, например, мультифункцию

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑓3(𝑥2)) = (1− 11).

Поэтому для работы с мультифункциями не более чем двух перемен-
ных нужно уточнить определения используемых операторов. Сделаем
это по аналогии с [5].

Пусть мультифункции 𝑓 , 𝑔1, 𝑔2, ℎ1 и ℎ2 зависят только от двух пе-
ременных. Будем говорить, что функция 𝑓 получается из функций 𝑔1,
𝑔2, ℎ1, ℎ2 с помощью операции обобщенного разветвления по предика-
ту равенства (𝐸𝑥-оператор), если для всех двоичных наборов (𝛼1, 𝛼2)
выполняются следующие условия:
∙ пусть ℎ1(𝛼1, 𝛼2), ℎ2(𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐸2, тогда

𝑓(𝛼1, 𝛼2) =

{︃
𝑔1(𝛼1, 𝛼2), если ℎ1(𝛼1, 𝛼2) = ℎ2(𝛼1, 𝛼2),

𝑔2(𝛼1, 𝛼2), иначе;

∙ пусть ℎ1(𝛼1, 𝛼2) = * или ℎ2(𝛼1, 𝛼2) = *, тогда 𝑓(𝛼1, 𝛼2) = *;
∙ иначе, если ℎ1(𝛼1, 𝛼2) = − или ℎ2(𝛼1, 𝛼2) = −, то

𝑓(𝛼1, 𝛼2) =

{︃
𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∩ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2), если пересечение не пусто;
𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∪ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2), иначе.

Также ограничим действие суперпозиции только на функции двух пе-
ременных:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(ℎ1(𝑥1, 𝑥2), ℎ2(𝑥1, 𝑥2)).

В операторах в качестве функций ℎ1 и ℎ2 допускается использование
селекторных функций. Замыкание множества 𝑄 относительно операто-
ров обобщенного разветвления по предикату равенства и ограниченной
суперпозиции, будем обозначать [𝑄]𝐸𝑥𝑆𝐼

.
Определение 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замыкания позволяет создать алгоритм построе-

ния 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутых классов.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2021. Т. 38. С. 96–111



О РЕШЕТКЕ 𝐸𝑆𝐼 -ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ МУЛЬТИФУНКЦИЙ РАНГА 2 101

В процессе работы алгоритм строит 𝐸𝑥𝑆𝐼 -порождающие множества
двухместных функций. С помощью компьютерного счета было получе-
но, что в 𝑀2 имеется ровно 237 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутых классов, 100 из кото-
рых являются замкнутыми классами частичных функций. Все осталь-
ные замкнутые классы представлены в таблицах 2–4 своими порожда-
ющими множествами.

4. 𝐸𝑆𝐼-замкнутые классы в 𝑀2

Теорема 1. Для любого множества 𝑄 выполняется: [𝑄]𝐸𝑥𝑆𝐼
⊆ [𝑄]𝐸𝑆𝐼

.

Доказательство. Покажем, что каждую мультифункцию 𝑓(𝑥, 𝑦), полу-
ченную с помощью 𝐸𝑥𝑆𝐼 -операторов, можно получить с использовани-
ем операторов 𝐸𝑆𝐼 -замыкания. Очевидно, что достаточно рассмотреть
только 𝐸𝑥-оператор.

Пусть 𝑓(𝑥, 𝑦) получена из 𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦), ℎ1(𝑥, 𝑦), ℎ2(𝑥, 𝑦) с помо-
щью 𝐸𝑥-оператора.

Определим мультифункции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и 𝑣(𝑥, 𝑦) следующим образом:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

{︃
𝑔1(𝑥, 𝑦), если 𝑧 = 𝑡,

𝑔2(𝑥, 𝑦), иначе.

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦, ℎ1(𝑥, 𝑦), ℎ2(𝑥, 𝑦)).

Покажем, что на произвольном наборе (𝛼1, 𝛼2) значения 𝑣(𝛼1, 𝛼2) и
𝑓(𝛼1, 𝛼2) совпадают.

Пусть ℎ1(𝛼1, 𝛼2) = 𝜏1 и ℎ2(𝛼1, 𝛼2) = 𝜏2. Рассмотрим все возможные
варианты значений 𝜏1 и 𝜏2.

∙ 𝜏1 ∈ 𝐸2, 𝜏2 ∈ 𝐸2. Тогда

𝑣(𝛼1, 𝛼2) = 𝑢(𝛼1, 𝛼2, 𝜏1, 𝜏2) =

{︃
𝑔1(𝛼1, 𝛼2), если 𝜏1 = 𝜏2,

𝑔2(𝛼1, 𝛼2), иначе.

∙ 𝜏1 = *. Тогда
𝑣(𝛼1, 𝛼2) = 𝑢(𝛼1, 𝛼2, *, 𝜏2) = *.

Аналогичным образом рассматривается случай 𝜏2 = *.
∙ Пусть 𝜏1 = − и 𝜏2 ∈ 𝐸2. Тогда

𝑣(𝛼1, 𝛼2) = 𝑢(𝛼1, 𝛼2,−, 𝜏2) =

=

{︃
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝜏2) ∩ 𝑢(𝛼1, 𝛼2, 1, 𝜏2), если пересечение не пусто;
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 0, 𝜏2) ∪ 𝑢(𝛼1, 𝛼2, 1, 𝜏2), иначе;

=

=

{︃
𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∩ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2), если пересечение не пусто;
𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∪ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2), иначе.
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Аналогичным образом рассматривается случай 𝜏1 ∈ 𝐸2 и 𝜏2 = −.
∙ Пусть 𝜏1 = − и 𝜏2 = −. Тогда

𝑣(𝛼1, 𝛼2) = 𝑢(𝛼1, 𝛼2,−,−) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
⋂︀

𝛽𝑖∈{0,1}
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2), если пересечение не пусто;⋃︀

𝛽𝑖∈{0,1}
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2), иначе.

Но
⋂︀

𝛽𝑖∈{0,1}
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2) = 𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∩ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2), а⋃︀

𝛽𝑖∈{0,1}
𝑢(𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2) = 𝑔1(𝛼1, 𝛼2) ∪ 𝑔2(𝛼1, 𝛼2)

Следствие 1. Число 𝐸𝑆𝐼-замкнутых классов в 𝑀2 не больше 237.

Для получения нижней оценки числа классов рассмотрим следую-
щие множества мультифункций:
𝐾1 = Pol𝑅1, 𝑅1 = (0 *); 𝐾2 = Pol𝑅2, 𝑅2 = (1 *); 𝐾3 = 𝑂*

2; 𝐾4 = 𝐻2;
𝐾5 = {𝑓 | 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ {*, 1,−} для любого (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛

2 };
𝐾6 = {𝑓 | 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ {*, 0,−} для любого (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛

2 };

𝐾7 = Pol𝑅7; 𝑅7 =

(︂
0 1 * −
1 0 * −

)︂
;

𝐾8 = Pol𝑅8; 𝑅8 =

(︂
0 1 * * * * 0 1 −
1 0 0 1 − * * * *

)︂
;

𝐾9 = Pol𝑅9; 𝑅9 =

(︂
0 * * * * 0 1 −
1 0 1 − * * * *

)︂
;

𝐾10 = Pol𝑅10, 𝑅10 = (0); 𝐾11 = Pol𝑅11, 𝑅11 = (1);
𝐾12 = {𝑓 | 𝑓(1, . . . , 1) ∈ {1,−} и

𝑓(𝛼1, ..., 𝛼𝑛) ∈ {*, 1,−} для любого (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛
2 };

𝐾13 = {𝑓 | 𝑓(0, . . . , 0) ∈ {0,−} и
𝑓(𝛼1, ..., 𝛼𝑛) ∈ {*, 0,−} для любого (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛

2 };
𝐾14 − функции, которые на противоположных наборах возвращают
следующие значения: {(* *), (* 0), (* 1), (* −), (0 *), (1 *), (− *)};
𝐾15={𝑓 | *∈𝑓(0, . . . , 0)∪𝑓(1, . . . , 1)};

𝐾16 = Pol𝑅16; 𝑅16 =

(︂
0 * * * *
1 0 1 − *

)︂
;

𝐾17 = Pol𝑅17; 𝑅17 =

(︂
0 0 1 − *
1 * * * *

)︂
.

Теорема 2. Множества 𝐾1 −𝐾17 являются 𝐸𝑆𝐼-замкнутыми.

Доказательство. Множества 𝐾1 −𝐾9 являются предполными множе-
ствами [8], а потому замкнутыми.

Известия Иркутского государственного университета.
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Для множеств 𝐾10, 𝐾11, 𝐾16, 𝐾17 замкнутость относительно супер-
позиции следует из Леммы 1, а относительно введения фиктивных пе-
ременных следует из Леммы 2.

Предикаты соответствующих множеств содержат только один дво-
ичный набор. Тогда подставляя его функцию, полученную с помощью
разветвления по предикату равенства по формуле 2, получим значение
соответствующее значению функции 𝑓1, которая сохраняет соответству-
ющий предикат. А в предикатах 𝐾16 и 𝐾17 кроме того содержатся все
наборы вида (* 𝛽) либо (𝛽 *), где 𝛽 ∈ {*, 0, 1,−}. Очевидно, что такие
наборы предиката функция сохраняет.

Множество 𝐾12 — это множество функций, которые не возвращают
значение 0. При применении 𝐸𝑆𝐼 -операторов замыкания не появится
функции, которая будет возвращать значение 0.

Пусть функции 𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 принадлежат множеству 𝐾12. Рассмот-
рим значение функции 𝑔 = 𝑓(𝑓1, . . . , 𝑓𝑚) на единичном наборе:

𝑔(1, . . . , 1) = 𝑓(𝑓1(1, . . . , 1), . . . , 𝑓𝑚(1, . . . , 1)) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
⋂︀

𝛽𝑖∈𝑓𝑖(1,...,1)
𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), если пересечение не пусто;⋃︀

𝛽𝑖∈𝑓𝑖(1,...,1)
𝑓(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), иначе.

Так как функция 𝑓 не возвращает 0, то пересечение может давать
1, − или *. Если пересечение дает *, то берется объединение, а так как
среди всех наборов (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) будет набор (1,. . . ,1), то объединение не
может давать *.

Рассмотрим оператор разветвления по предикату равенства. Функ-
ция, полученная по формуле 2, на единичном наборе возвращает зна-
чение соответствующее значению функции 𝑓1, которая принадлежит
множеству 𝐾12.

Замкнутость множества 𝐾13 показывается двойственным образом
множеству 𝐾12.

Рассмотрим множество 𝐾14. Пусть функции 𝑓, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 принадле-
жат множеству 𝐾14. Рассмотрим функция 𝑔, полученную с помощью
суперпозиции 𝑔 = 𝑓(𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑓𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)). Так как, на про-
тивоположных значениях внутренние функции возвращают набор с *,
то и суперпозиция на тех же набора по определению будет возвращать
набор с *.

Покажем замкнутость относительно разветвления по предикату ра-
венства. Очевидно, что значения функции, полученную по формуле 2,
на противоположных наборах будут соответствовать значениям на про-
тивоположных наборах одной и той же функции, которая принадлежит
множеству 𝐾14.
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Для класса𝐾15 замкнутость относительно суперпозиции вытекает из
того, что если хотя бы одна внутренняя функция на некотором наборе
возвращает *, то и вся суперпозиция возвращает *. А для разветвле-
ния по предикату равенства рассуждения аналогичны соответствую-
щим для класса 𝐾14.

Лемма 4. Множества 𝐾1, . . . ,𝐾17 являются попарно различными.

Доказательство. Попарная различность предполных множеств 𝐾1 −
𝐾9 показана в [8]. Справедливость леммы следует из табл. 1, в которой
на пересечении 𝑖-ой строки и 𝑗-го столбца находится мультифункция 𝑓 ,
такая, что 𝑓 ∈ 𝐾𝑖 и 𝑓 /∈ 𝐾𝑗 .

Таблица 1
Различность множеств 𝐾1 −𝐾17

𝐾10 𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾14 𝐾15 𝐾16 𝐾17

𝐾1 ** ** ** ** 00 00 0* *0
𝐾2 ** ** ** ** 11 11 1* *1
𝐾3 ** ** ** ** 00 00 0* *0
𝐾4 −− −− 0− 1− −− −− −− −−
𝐾5 ** ** ** ** 11 11 1* *1
𝐾6 ** ** ** ** 00 00 0* *0
𝐾7 ** ** ** ** −− −− −− −−
𝐾8 ** ** ** ** 01 01 10 10
𝐾9 ** ** ** ** 01 01 0* *0

𝐾10 𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾14 𝐾15 𝐾16 𝐾17

𝐾10 × 00 00 01 00 00 00 00
𝐾11 11 × 01 01 11 11 11 11
𝐾12 11 −− × 11 11 11 11 11
𝐾13 −− 00 00 × 00 00 00 00
𝐾14 ** ** ** ** × × 0* *1
𝐾15 ** ** ** ** *111 × 0* *1
𝐾16 ** ** ** ** 01 01 × *1
𝐾17 ** ** ** ** 01 01 0* ×

Пусть даны 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутые классы 𝐹1, . . . , 𝐹𝑚 и 𝐸𝑆𝐼 -замкнутые
классы 𝐺1, . . . , 𝐺𝑛.

Для каждого 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутого класса 𝐹𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚) построим
вектор

𝑣𝐹𝑖 = (𝛾1𝑖 , . . . , 𝛾𝑛𝑖),

вектор принадлежности мультифункций из 𝐹𝑖 множествам 𝐺1 −𝐺𝑛:

𝛾𝑗𝑖 =

{︃
1, если 𝐹𝑖 ⊆ 𝐺𝑗 ;

0, иначе.

Так как множества 𝐺1−𝐺𝑛 являются 𝐸𝑆𝐼 -замкнутыми, то очевидно,
что из функций некоторого класса 𝐾, у которого в позиции 𝑖 вектор
𝑣𝐾 содержит 1 нельзя 𝐸𝑆𝐼 -замыканием получить класс 𝐾 ′, у которого
вектор 𝑣𝐾′ в этой позиции содержит 0.

Назовем 𝐸𝑆𝐼 -замкнутые классы 𝐺1, . . . , 𝐺𝑛 разделяющими для мно-
жеств 𝐹1, . . . , 𝐹𝑚, если векторы 𝑣𝐹1 , . . . , 𝑣𝐹𝑚 попарно различны.
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Теорема 3. 𝐸𝑥𝑆𝐼-замкнутые классы являются различными относи-
тельно 𝐸𝑆𝐼-замыкания.

Доказательство. Для каждого 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутого класса 𝐹 построим
вектор

𝑣𝐹 = (𝛾𝑖1 , . . . , 𝛾𝑖𝑗 ),

вектор принадлежности множествам 𝐾𝑖1 −𝐾𝑖𝑗 (1 ≤ 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑗 ≤ 17).
Для удобства сравнения разобьем множество всех векторов принад-

лежности на 4 семейства относительно принадлежности предполным
классам 𝐾5 и 𝐾6 (обозначим это как 𝐾5𝐾6, 𝐾5𝐾6, 𝐾5𝐾6, 𝐾5𝐾6, где
крышка означает то, что на соответствующей позиции стоит 0 или
то, что рассматриваемое 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутое множество не содержится в
𝐸𝑆𝐼 -замкнутом классе).

Семейство 𝐾5𝐾6. Классы этого семейства разобьем на 2 множества
относительно принадлежности предполному классу 𝐾1.

Разделяющими для классов из 𝐾5 ∩ 𝐾6 ∩ 𝐾1 являются множества
𝐾2,𝐾3,𝐾7,𝐾8,𝐾12 (см. табл. 2), а для𝐾5∩𝐾6∩𝐾1 —𝐾2,𝐾4,𝐾7,𝐾8,𝐾9,
𝐾12,𝐾13 (см. табл. 3).

Под номером 1 указан замкнутый класс частичных функций, кото-
рые на любом наборе возвращают *.

Остальные семейства представлены в таблице 4 из приложения, в ко-
торой не приведены замкнутые множества частичных функций (см. [5]).
В этой таблице семейства 𝐸𝑥𝑆𝐼 -замкнутых классов разбиваются на
подсемейства и для каждого подсемейства приведено наименьшее раз-
деляющее множество 𝐸𝑆𝐼 -замкнутых классов.

Таблица 2
Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1

№ Базис 𝐾2 𝐾3 𝐾7 𝐾8 𝐾12

1 (* * **) 1 1 1 1 0
2 (* − −*) 1 0 1 0 0
3 (* − **) 1 0 0 1 0
4 (* − *−) 0 0 0 1 1
5 (* − −*), (* − **) 1 0 0 0 0
6 (* − −−) 0 0 0 0 1
7 (* − *−), (* − **) 0 0 0 1 0
8 (* − −−), (* − −*) 0 0 0 0 0

Теорема 4. Число 𝐸𝑆𝐼-замкнутых классов множества мультифунк-
ций ранга 2 равно 237.

Доказательство. Справедливость утверждения следует из теорем 1 и 3.
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Таблица 3
Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1

№ Базис 𝐾2 𝐾4 𝐾7 𝐾8 𝐾9 𝐾12 𝐾13

9 (−−−−) 0 1 1 0 0 1 1
10 (− * *−) 0 0 1 0 0 1 1
11 (−− **) 1 0 0 1 1 0 1
12 (−−−−), (* − −*) 0 0 1 0 0 0 0
13 (−−−*) 1 0 0 0 1 0 1
14 (−− *−) 0 0 0 0 0 1 1
15 (−− **), (* − **) 1 0 0 1 1 0 0
16 (−−−*), (* − −*) 1 0 0 0 1 0 0
17 (−−−−), (* − −−) 0 0 0 0 0 1 0
18 (−−−−), (−−−*) 0 0 0 0 0 0 1
19 (−− **), (* − *−) 0 0 0 1 1 0 0
20 (−−−*), (* − −−) 0 0 0 0 1 0 0
21 (−− *−), (* − −*) 0 0 0 0 0 0 0

5. Заключение

В работе рассмотрены мультифункции, заданные на двухэлемент-
ном множестве. Описаны все 𝐸𝑆𝐼 -замкнутые классы мультифункций,
доказано, что их ровно 237. Следующим шагом является рассмотрение
мультифункций, заданных на трехэлементном множестве, а затем и
общий случай — мультифункций, заданных на 𝑘-элементном множе-
стве. Также остается открытым вопрос об описании всех замкнутых
относительно 𝑆𝐼 -суперпозиции классов.
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On the Lattice of 𝐸𝑆𝐼-closed Classes of Multifunctions on
Two-elements Set

V. I. Panteleev1, E. S. Taglasov2

1 Irkutsk State University, Irkutsk, Russian Federation

Abstract. The paper considers multifunctions on a two-element set with superposi-
tion and the equality predicate branching operator. The superposition operator is based
on the intersection of sets. The main purpose of the work is to describe all closed classes
with respect to the considered operators. The equality predicate branching operator
allows the task to be reduced to a description of all closed classes generated by 2-variable
multifunctions. Using this, it is shown that the lattice of classes closed with respect to
the considered operators contains 237 elements. A generating set is specified for each
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closed class. The result obtained in the paper extends the known result for all closed
classes of partial functions on a two-element set.

Keywords: multifunction, superposition, equality predicate, closure, precopmlete
set, lattice of closed classes.
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Приложение

Таблица 4

Замкнутые классы, порождающие и разделяющие множества

Классы, не содержащиеся в 𝐾5 и содержащиеся в 𝐾6 и 𝐾2

№ Базис 𝐾1 𝐾3 𝐾8 𝐾10 𝐾13 𝐾16

22 (*0 * *), (* − **) 1 0 1 0 0 1
23 (0− **) 1 0 1 1 1 0
24 (*0− *) 1 0 0 0 0 1
25 (00− *) 1 0 0 1 1 0
26 (0− **), (*0 * *) 1 0 1 0 0 0
27 (−0 * *) 0 0 1 0 1 0
28 (−0 * *), (*0 * *) 0 0 1 0 0 0
29 (00− *), (*00*) 1 0 0 0 0 0
30 (−00*) 0 0 0 0 1 0
31 (−00*), (*00*) 0 0 0 0 0 0

Классы, не содержащиеся в 𝐾5 и содержащиеся в 𝐾6 и 𝐾2

№ Базис 𝐾1 𝐾3 𝐾4 𝐾8 𝐾9 𝐾10 𝐾13 𝐾16

32 (000−) 1 0 1 0 0 1 1 0
33 (*0 * −) 1 0 0 1 1 0 0 1
34 (−000) 0 0 1 0 0 0 1 0
35 (0− **), (*0 * 0) 1 0 0 1 1 0 0 0
36 (−0 * *), (*0 * 0) 0 0 0 1 1 0 0 0
37 (*00−) 1 0 0 0 1 0 0 1
38 (00 * −) 1 0 0 0 0 1 1 0
39 (00− *), (*000) 1 0 0 0 1 0 0 0
40 (−00*), (*000) 0 0 0 0 1 0 0 0
41 (000−), (*000) 1 0 0 0 0 0 0 0
42 (−0 * 0) 0 0 0 0 0 0 1 0
43 (−000), (*000) 0 0 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1

№ Базис 𝐾2 𝐾3 𝐾8 𝐾11 𝐾12 𝐾17

44 (*1 * *), (* − **) 1 0 1 0 0 1
45 (* − *1) 1 0 1 1 1 0
46 (*1− *) 1 0 0 0 0 1
47 (*1− 1) 1 0 0 1 1 0
48 (*1 * *), (* − *1) 1 0 1 0 0 0
49 (*1 * −) 0 0 1 0 1 0
50 (*1 * −), (*1 * *) 0 0 1 0 0 0
51 (*11*), (*1− 1) 1 0 0 0 0 0
52 (*11−) 0 0 0 0 1 0
53 (*11−), (*11*) 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1

№ Базис 𝐾2 𝐾3 𝐾4 𝐾8 𝐾9 𝐾11 𝐾12 𝐾17

54 (11− 1) 1 0 1 0 0 1 1 0
55 (1− **) 1 0 0 1 1 0 0 1
56 (111−) 0 0 1 0 0 0 1 0
57 (1− **), (*1 * 1) 1 0 0 1 1 0 0 0
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58 (11 * *), (*1 * −) 0 0 0 1 1 0 0 0
59 (11− *) 1 0 0 0 1 0 0 1
60 (1− *1) 1 0 0 0 0 1 1 0
61 (11− *), (*111) 1 0 0 0 1 0 0 0
62 (111*), (*11−) 0 0 0 0 1 0 0 0
63 (111*), (11− 1) 1 0 0 0 0 0 0 0
64 (11 * −) 0 0 0 0 0 0 1 0
65 (111−), (111*) 0 0 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1 ∩𝐾2

№ Базис 𝐾3 𝐾4 𝐾7 𝐾8 𝐾9 𝐾14 𝐾15

66 (1−−0) 0 1 1 0 0 0 0
67 (0 * *1), (1−−0) 0 0 1 0 0 0 0
68 (1− **), (*0 * 0) 0 0 0 1 1 1 1
69 (1− **), (*010) 0 0 0 1 1 0 1
70 (*01−), (0011), (101*) 0 0 0 1 1 0 0
71 (1− *0) 0 0 0 1 0 0 0
72 (100−) 0 1 0 0 0 0 0
73 (10− *), (*000) 0 0 0 0 1 0 1
74 (*00−), (0001), (100*) 0 0 0 0 1 0 0
75 (10 * −) 0 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1 ∩𝐾2 и 𝐾3

№ Базис 𝐾4 𝐾8 𝐾9 𝐾11 𝐾14 𝐾15 𝐾17

76 (10− 1) 1 0 0 1 0 0 0
77 (0− **), (10 * *) 0 1 1 0 1 1 1
78 (1− **), (*0 * 1) 0 1 1 0 1 1 0
79 (−01*) 0 1 1 0 0 1 1
80 (1− **), (*011) 0 1 1 0 0 1 0
81 (0− *1), (101*) 0 1 1 0 0 0 1
82 (* − *1), (0011), (101*) 0 1 1 0 0 0 0
83 (10− *) 0 0 1 0 0 1 1
84 (−0 * 1) 0 0 0 1 0 0 0
85 (10− *), (*001) 0 0 1 0 0 1 0
86 (00− 1), (100*) 0 0 1 0 0 0 1
87 (*0− 1), (0001), (100*) 0 0 1 0 0 0 0
88 (00− *), (1001) 0 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1 ∩𝐾2 и 𝐾3

№ Базис 𝐾4 𝐾8 𝐾9 𝐾10 𝐾14 𝐾15 𝐾16

89 (001−) 1 0 0 1 0 0 0
90 (*0 * 1), (*0 * −) 0 1 1 0 1 1 1
91 (01 * *), (*0 * −) 0 1 1 0 1 1 0
92 (*01−) 0 1 1 0 0 1 1
93 (0− **), (*010) 0 1 1 0 0 1 0
94 (0− *1), (*010) 0 1 1 0 0 0 1
95 (*01−), (0011), (001*) 0 1 1 0 0 0 0
96 (*1− 0) 0 0 1 0 0 1 1
97 (01 * −) 0 0 0 1 0 0 0
98 (01− *), (*000) 0 0 1 0 0 1 0
99 (00− 1), (*000) 0 0 1 0 0 0 1
100 (*00−), (0001), (000*) 0 0 1 0 0 0 0
101 (001−), (*000) 0 0 0 0 0 0 0
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Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1 ∩𝐾2 и 𝐾3 ∩𝐾15

№ Базис 𝐾7 𝐾8 𝐾10 𝐾11 𝐾14 𝐾16 𝐾17

102 (*01*), (* − −*) 1 0 0 0 0 1 1
103 (* − **), (*0 * *), (*1 * *) 0 1 0 0 1 1 1
104 (*0 * 1), (* − *1) 0 1 0 1 1 1 0
105 (01 * *), (0− **) 0 1 1 0 1 0 1
106 (*01*), (* − **) 0 1 0 0 0 1 1
107 (*011), (* − *1) 0 1 0 1 0 1 0
108 (001*), (0− **) 0 1 1 0 0 0 1
109 (*0 * *), (* − *1) 0 1 0 0 1 1 0
110 (0− **), (*1 * *) 0 1 0 0 1 0 1
111 (*01*), (*0− *) 0 0 0 0 0 1 1
112 (*0− 1) 0 0 0 1 0 1 0
113 (01− *) 0 0 1 0 0 0 1
114 (*01*), (* − *1) 0 1 0 0 0 1 0
115 (0− **), (*01*) 0 1 0 0 0 0 1
116 (0− **), (*0 * 1) 0 1 0 0 1 0 0
117 (0− **), (*011) 0 1 0 0 0 0 0
118 (*00*), (*0− 1) 0 0 0 0 0 1 0
119 (01− *), (*00*) 0 0 0 0 0 0 1
120 (00− *), (*001) 0 0 0 0 0 0 0

Классы, содержащиеся в 𝐾5 ∩𝐾6 и 𝐾1 ∩𝐾2 и 𝐾3 ∩𝐾15

№ Базис 𝐾4 𝐾7 𝐾8 𝐾10 𝐾11 𝐾16 𝐾17

121 (0−−1) 1 1 0 1 1 1 1
122 (0−−1), (0 * *1) 0 1 0 1 1 1 1
123 (0−−1), (*01*) 0 1 0 0 0 1 1
124 (0− *1) 0 0 1 1 1 1 1
125 (00− 1) 1 0 0 1 1 1 1
126 (00− 1), (00 * 1) 0 0 0 1 1 1 1
127 (0− *1), (*01*) 0 0 1 0 0 1 1
128 (0− *1), (*011) 0 0 1 0 1 1 0
129 (001*), (0− *1) 0 0 1 1 0 0 1
130 (* − **), (0011), (*011) 0 0 1 0 0 1 0
131 (* − **), (0011), (001*) 0 0 1 0 0 0 1
132 (00− 1), (*00*) 0 0 0 0 0 1 1
133 (00− 1), (*001) 0 0 0 0 1 1 0
134 (000*), (00− 1) 0 0 0 1 0 0 1
135 (* − *1), (0011), (001*) 0 0 1 0 0 0 0
136 (*0− *), (0001), (*001) 0 0 0 0 0 1 0
137 (*0− *), (0001), (000*) 0 0 0 0 0 0 1
138 (*0− 1), (0001), (000*) 0 0 0 0 0 0 0


