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Аннотация. Рассматривается система линейных стохастических дифференциаль-
ных уравнений в частных производных гиперболического типа второго порядка с
краевыми условиями Гурса. Ранее в ряде работ были получены представления ре-
шения в задаче Гурса для линейных стохастических уравнений гиперболического
типа классическим способом при предположении достаточной гладкости коэффици-
ентов слагаемых, входящих в правую часть уравнения. Между тем при исследовании
многих стохастических прикладных задач оптимального управления, описываемых
линейными или же нелинейными стохастическими дифференциальными уравнения-
ми, в частных производных гиперболического типа второго порядка предположения
достаточной гладкости данных уравнений не являются естественными. Исходя из
этого, в рассматриваемой задаче Гурса, в отличие от известных работ, гладкость
коэффициентов слагаемых в правой части уравнения не предполагается. Они счи-
таются только измеримыми и ограниченными матриц-функциями. Эти предположе-
ния, являясь естественными, позволяют в дальнейшем исследовать также широкий
класс задач оптимального управления, описываемых системами стохастических ги-
перболических уравнений второго порядка. В работе введен стохастический аналог
матрицы Римана, получено интегральное представление решения рассматриваемой
краевой задачи в явном виде через краевые условия. Аналог матрицы Римана введен
как решение двумерного матричного интегрального уравнения типа Вольтерра с
одномерными слагаемыми, изучен ряд свойств аналога матрицы Римана.

Ключевые слова: линейная стохастическая система Гурса – Дарбу, представление
решения краевой задачи, метод Римана, стохастический аналог матрицы Римана.
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1. Введение

Метод Римана представления решений различных краевых задач
хорошо известен в теории линейных дифференциальных уравнений ги-
перболического типа с двумя независимыми переменными [2; 3; 6]. В
этом методе предполагается существование вспомогательной функции
Римана, обладающей известными свойствами гладкости, при предпо-
ложениях достаточной гладкости коэффициентов слагаемых в правой
части уравнения. Функция Римана играет фундаментальную роль в
теории линейных уравнений гиперболического типа и с её помощью
удаётся, как правило, записать решение задач Гурса в квадратурах.

В [1] выводится интегральная формула решения краевой задачи, вы-
раженная в явном виде через краевые условия для случая разрывных
коэффициентов.

В предлагаемой работе используются некоторые идеи [1] для пред-
ставления решения линейного стохастического гиперболического урав-
нения второго порядка с краевыми условиями Гурса [4; 5; 9]. Установле-
на интегральная формула, выражающая в явном виде искомое решение
через краевые условия.

Следует отметить, что основным преимуществом метода, в отличие
от работы [2–4; 9] и др. является то, что он "работает” даже тогда, когда
коэффициенты не являются гладкими.

В дальнейшем полученное представление предполагается использо-
вать при изучении различных стохастических задач оптимального уп-
равления системами Гурса – Дарбу [7; 8; 10].

2. Постановка задачи

Через 𝐷 = [𝑡0, 𝑡1]× [𝑥0, 𝑥1] , 𝑦 = (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 обозначим прямоугольник.
Пусть поток 𝜎-алгебр 𝐹𝑦 = 𝐹𝑡𝑥 есть семейство 𝜎-алгебр 𝐹𝑦 ∈ 𝐹, опре-

деленных на основном вероятностном пространстве (Ω, 𝐹, 𝑃 ) , причем
𝐹𝑦 ⊂ 𝐹𝑦′ , если 𝑦 ≤ 𝑦

′
, (т.е. 𝑡 ≤ 𝑡

′
, 𝑥 ≤ 𝑥

′).
Рассмотрим следующую систему линейных стохастических диффе-

ренциальных уравнений гиперболического типа в частных производных

𝜕2𝑧 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐴 (𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥) +𝐵 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ 𝐶 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑧 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+

+𝑓 (𝑡, 𝑥) +𝐷 (𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥)
𝜕2𝑊 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, (2.1)

с краевыми условиями типа Гурса:

𝑧 (𝑡0, 𝑥) = 𝑎 (𝑥) ,
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𝑧 (𝑡, 𝑥0) = 𝑏 (𝑡) , (2.2)

𝑎 (𝑥0) = 𝑏 (𝑡0) .

Здесь 𝑧 (𝑡, 𝑥)− искомая 𝑛− мерная вектор-функция, 𝐴 (𝑡, 𝑥) , 𝐵 (𝑡, 𝑥) ,
𝐶 (𝑡, 𝑥) , 𝐷 (𝑡, 𝑥)− заданные измеримые и ограниченные (𝑛× 𝑛)− мат-
рицы коэффициентов, 𝑓 (𝑡, 𝑥)− заданная 𝑛− мерная измеримая и огра-
ниченная вектор-функция, 𝑎 (𝑥) , 𝑏 (𝑡)− заданные в [𝑥0, 𝑥1] и [𝑡0, 𝑡1] со-
ответственно, 𝑛− мерные вектор-функции, удовлетворяющие условию
Липшица, а 𝜕2𝑊 (𝑡,𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥 − 𝑛− мерный двухпараметрический «белый шум»
на плоскости [4; 10].

В случае, когда 𝐷(𝑡, 𝑥) = 0, т. е. в детерминированном случае, эта
задача рассматривалась в [1], а стохастическая задача Гурса подобного
типа для достаточно гладких коэффициентов 𝐵(𝑡, 𝑥), 𝐶(𝑡, 𝑥) изучалась
в [4; 9].

Целью предлагаемой статьи является нахождение интегрального
представления решения краевой задачи (2.1)–(2.2) с помощью стоха-
стического аналога матрицы Римана.

Заметим, что под решением задачи (2.1)–(2.2) понимается случайная
функция 𝑧 (𝑡, 𝑥), подчиненная потоку 𝜎-алгебр {𝐹𝑡𝑥, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷}, для
которой соотношения (2.1)–(2.2) выполняются с вероятностью 1 (см.
напр. [5; 9]).

Существование решения в вышеприведенном смысле рассматривае-
мой краевой задачи при этом заранее предполагается.

3. Метод исследования и основные результаты.

Пусть 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) и 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)− (𝑛× 𝑛)-мерные измеримые и огра-
ниченные матриц-функции,причем 𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) абсолютно непрерывна по
𝑠 на [𝑥0, 𝑥] почти при всех (𝑡, 𝑥, 𝜏) ∈ 𝐷 × [𝑡0, 𝑡] , 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) абсолютно
непрерывна по 𝜏 на [𝑡0, 𝑡] почти при всех (𝑡, 𝑥, 𝑠) ∈ 𝐷× [𝑥0, 𝑥] , причем,
𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) и 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) абсолютно непрерывны соответственно по 𝜏 на
[𝑡0, 𝑡] и по 𝑠 на [𝑥0, 𝑥] .

Тогда для суммы 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)+𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) имеет место очевидное тож-
дество

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))
𝜕2𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏 =

=

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐴 (𝜏, 𝑠) 𝑧 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏+
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+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐵 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐶 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐷 (𝜏, 𝑠) 𝑧 (𝜏, 𝑠)
𝜕2𝑊 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏. (3.1)

Применяя формулу Грина для прямоугольных областей, получим,
что

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))
𝜕2𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏 =

= 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥)− 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑧 (𝑡0, 𝑥)−
𝑡∫︁

𝑡0

𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝜏
𝑧 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑥0)

𝜕𝜏
𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠

𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏+𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) 𝑧(𝑡, 𝑥)−𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑧 (𝑡, 𝑥0)−

−
𝑥∫︁

𝑥0

𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑧 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠−

𝑥∫︁
𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏

𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏.

Тогда учитывая это тождество, формулу (3.1) можно переписать в
виде:

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥)) 𝑧 (𝑡, 𝑥)− 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑧 (𝑡0, 𝑥)−
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−𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑧 (𝑡, 𝑥0)−
𝑡∫︁

𝑡0

𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝜏
𝑧 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑥0)

𝜕𝜏
𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠

𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑧 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠−

−
𝑥∫︁

𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠−

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏

𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏 =

=

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐴 (𝜏, 𝑠) 𝑧 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐵 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐶 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐷 (𝜏, 𝑠) 𝑧 (𝜏, 𝑠)
𝜕2𝑊 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏. (3.2)

Теперь предположим, что существуют измеримые и ограниченные
(𝑛× 𝑛)−мерные матриц-функции 𝜉(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) и 𝜂(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) первая из ко-
торых 𝜉(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) абсолютно непрерывна по 𝜏 на [𝑡0, 𝑡] почти при всех
(𝑡, 𝑥, 𝑠) ∈ 𝐷 × [𝑥0, 𝑥] , а вторая 𝜂(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠), абсолютно непрерывна по 𝑠
на [𝑥0, 𝑥] почти при всех (𝑡, 𝑥, 𝜏) ∈ 𝐷 × [𝑡0, 𝑡] .

Тогда ясно справедливость тождеств

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜉(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏 =

𝑥∫︁
𝑥0

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝑧 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠−
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−
𝑥∫︁

𝑥0

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)𝑧 (𝑡0, 𝑠) 𝑑𝑠−
𝑡∫︁

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑧 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏, (3.3)

𝑡∫︁
𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜂(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
𝑡0

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)𝑧 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)𝑧 (𝜏, 𝑥0) 𝑑𝜏 −
𝑡∫︁

𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

𝜕𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑧 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏. (3.4)

Учитывая формулы (3.3),(3.4), а также группируя подобные члены,
формулу (3.2) можно переписать в виде:

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥)) 𝑧 (𝑡, 𝑥)− 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑧 (𝑡0, 𝑥)−

−𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑧 (𝑡, 𝑥0)−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑥0)

𝜕𝜏
𝑑𝜏+

𝑥∫︁
𝑥0

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)𝑧 (𝑡0, 𝑠) 𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)𝑧 (𝜏, 𝑥0) 𝑑𝜏 −
𝑥∫︁

𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)
𝜕𝑧 (𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠−

−
𝑡∫︁

𝑡0

[︂
𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝜏
+ 𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

]︂
𝑧 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏 −

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

[︂
𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
+

+(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐵 (𝜏, 𝑠)− 𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)]
𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
𝑑𝑠𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

[︂
𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
+(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐶 (𝜏, 𝑠)− 𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

⎤⎦×

×𝜕𝑧 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑠

𝑑𝑠𝑑𝜏 −
𝑥∫︁

𝑥0

[︂
𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
+ 𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

]︂
𝑧 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

[︂
𝜕𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
+
𝜕𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
− (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)+

+𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐴 (𝜏, 𝑠)− (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐷 (𝜏, 𝑠)×

× 𝜕2𝑊 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠

]︂
𝑧 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏−

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏=0.

(3.5)

Известия Иркутского государственного университета.
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Далее, предположим, что квартет (𝑝, 𝑞, 𝜉, 𝜂) удовлетворяет следующим
соотношениям:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑝(𝑡,𝑥;𝜏,𝑠)
𝜕𝑠 + (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐵 (𝜏, 𝑠)− 𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 0,

𝜕𝑞(𝑡,𝑥;𝜏,𝑠)
𝜕𝜏 + (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐶 (𝜏, 𝑠)− 𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 0,
𝜕𝜉(𝑡,𝑥;𝜏,𝑠)

𝜕𝜏 + 𝜕𝜂(𝑡,𝑥;𝜏,𝑠)
𝜕𝑠 − (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐴 (𝜏, 𝑠)−

− (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐷 (𝜏, 𝑠) 𝜕
2𝑊 (𝜏,𝑠)
𝜕𝜏𝜕𝑠 = 0,

(3.6)

⎧⎨⎩
𝜕𝑝(𝑡,𝑥;𝜏,𝑥)

𝜕𝜏 = −𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) ,
𝜕𝑞(𝑡,𝑥;𝑡,𝑠)

𝜕𝑠 = −𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) ,
𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) = 𝐸,

(3.7)

где 𝐸 − (𝑛× 𝑛)− единичная матрица.
Учитывая (3.7) в (3.6), получаем что, выполняются соотношение⎧⎨⎩

𝜕𝑝(𝑡,𝑥;𝜏,𝑥)
𝜕𝜏 + 𝜕𝑞(𝑡,𝑥;𝜏,𝑥)

𝜕𝜏 + (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥))𝐶 (𝜏, 𝑥) = 0,
𝜕𝑝(𝑡,𝑥;𝑡,𝑠)

𝜕𝑠 + 𝜕𝑞(𝑡,𝑥;𝑡,𝑠)
𝜕𝑠 + (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠))𝐵 (𝑡, 𝑠) = 0,
𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) = 𝐸.

(3.8)

Далее, c учетом (3.6), (3.7) и принимая во внимание (3.5), имеем

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑎 (𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑏 (𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) �̇� (𝜏)𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) �̇� (𝑠)𝑑𝑠−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏 . (3.9)

С другой стороны из (3.6) получаем, что

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) =

(︂
𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)

𝜕𝜏
+ (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0))𝐶 (𝜏, 𝑥0)

)︂
,

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) =

(︂
𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑠
+ (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠))𝐵 (𝑡0, 𝑠)

)︂
.

Учитывая последние соотношения в (3.9), имеем

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑎 (𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑏 (𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) �̇� (𝜏)𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜕𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)

𝜕𝜏
𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏−

∫︁ 𝑡

𝑡0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)+𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0))𝐶 (𝜏, 𝑥0)𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) �̇� (𝑠)𝑑𝑠−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠−
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−
∫︁ 𝑥

𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠))𝐵 (𝑡0, 𝑠)𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏 .

Отсюда, применяя формулу интегрирования по частям в определен-
ном интеграле, получим

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑎 (𝑥) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑏 (𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) �̇� (𝜏)𝑑𝜏−

−𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑏(𝑡) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0) 𝑏(𝑡0) +

𝑡∫︁
𝑡0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)�̇� (𝜏) 𝑑𝜏−

−
𝑡∫︁

𝑡0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0))𝐶 (𝜏, 𝑥0)𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

𝑥∫︁
𝑥0

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) �̇� (𝑠)𝑑𝑠− 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑎 (𝑥) + 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0) 𝑎 (𝑥0)+

+

𝑥∫︁
𝑥0

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) �̇� (𝑠) 𝑑𝑠−

−
∫︁ 𝑥

𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠))𝐵 (𝑡0, 𝑠)𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡0

𝑥∫︁
𝑥0

(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏 .

Из последнего соотношения следует, что

𝑧 (𝑡, 𝑥) = [𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0)] 𝑎 (𝑥0)+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

[𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)] �̇� (𝜏)𝑑𝜏−

−
∫︁ 𝑡

𝑡0

[𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)]𝐶 (𝜏, 𝑥0)𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

[𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)] �̇� (𝑠)𝑑𝑠−
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−
∫︁ 𝑥

𝑥0

[𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)]𝐵 (𝑡0, 𝑠)𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

[𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)] 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏. (3.10)

Пусть по определению

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) .

Учитывая введенное обозначение, из равенства (3.10) получаем

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0) 𝑎 (𝑥0)+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0) [�̇� (𝜏)− 𝐶 (𝜏, 𝑥0) 𝑏 (𝜏)]𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠) [�̇� (𝑠)− 𝐵 (𝑡0, 𝑠) 𝑎 (𝑠)]𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) 𝑓 (𝜏, 𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝜏. (3.11)

Следовательно, доказана

Теорема 1. Пусть 𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)+ 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) является ре-
шением задачи (3.8). Тогда единственное на 𝐷 решение линейной сто-
хастической задачи Гурса – Дарбу (2.1)-(2.2) допускает представление
в виде (3.11).

Заметим, что матрица 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) является стохастическим аналогом
матрицы Римана для рассматриваемой стохастической задачи Гурса –
Дарбу.

Как видно, при каждом фиксированном 𝑑 = (𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) , 𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))
задача (3.6)–(3.7) является задачей Коши и имеет для каждого 𝑑 един-
ственное решение (𝑝𝑑, 𝑞𝑑, 𝜉𝑑, 𝜂𝑑) . Однако все решения задачи (3.6)-(3.7)
обладают следующим свойством инвариантности.

Теорема 2. Для всех решений (𝑝𝑑, 𝑞𝑑, 𝜉𝑑, 𝜂𝑑) задачи (3.6)–(3.7) сумма
𝑅 = 𝑝𝑑 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞𝑑 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) — инвариантна, т. е. не меняется при
изменении 𝑑 и является единственным решением двумерного стоха-
стического интегрального уравнения типа Вольтерра с одномерными
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слагаемыми

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝐸 +

𝑡∫︁
𝜏

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠)𝐶 (𝛼, 𝑠) 𝑑𝛼+

+

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽)𝐵(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽 +

𝑡∫︁
𝜏

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽)𝐴 (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛼𝑑𝛽+

+

𝑡∫︁
𝜏

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽)𝐷 (𝛼, 𝛽)
𝜕2𝑊 (𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼𝜕𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽.

Доказательство. Из системы (3.6)–(3.7) ясно, что

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = −
∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽)+𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽))𝐵(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽+

∫︁ 𝑠

𝑥
𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) 𝑑𝛽−

−
∫︁ 𝜏

𝑡
𝜂(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑥)𝑑𝛼+ 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) ,

𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = −
∫︁ 𝜏

𝑡
(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠))𝐶(𝛼, 𝑠)𝑑𝛼+

+

∫︁ 𝜏

𝑡
𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) 𝑑𝛼−

−
∫︁ 𝑠

𝑥
𝜉(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝛽)𝑑𝛽 + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) .

Тогда

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥)−

−
∫︁ 𝜏

𝑡
(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠))𝐶(𝛼, 𝑠)𝑑𝛼−

−
∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽))𝐵(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽 +

∫︁ 𝑠

𝑥
𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) 𝑑𝛽−

−
∫︁ 𝜏

𝑡
𝜂(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑥)𝑑𝛼+

∫︁ 𝜏

𝑡
𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) 𝑑𝛼−

∫︁ 𝑠

𝑥
𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝛽)𝑑𝛽. (3.12)

Пусть
𝜕𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
= 𝑟 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) ,

где 𝑟 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)− измеримая и ограниченная матриц-функция.
Тогда из (3.6) можно записать

𝜕𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
= (𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐴 (𝜏, 𝑠)+
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+(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠))𝐷 (𝜏, 𝑠)
𝜕2𝑊 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏𝜕𝑠
− 𝑟 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) .

Следовательно, имеем

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) =

∫︁ 𝜏

𝑡
𝑟 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠)𝑑𝛼+ 𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) ,

𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) =

∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽))𝐴(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽+

+

∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽))𝐷 (𝜏, 𝛽)

𝜕2𝑊 (𝜏, 𝛽)

𝜕𝜏𝜕𝛽
𝑑𝛽−

−
∫︁ 𝑠

𝑥
𝑟 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) 𝑑𝛽+𝜂 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) .

Отсюда следует, что

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) =

∫︁ 𝜏

𝑡
𝑟 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽)𝑑𝛼+ 𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝛽) ,

𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) =

∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽))𝐴(𝛼, 𝛽)𝑑𝛽+

+

∫︁ 𝑠

𝑥
(𝑝 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) + 𝑞 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽))𝐷 (𝛼, 𝛽)

𝜕2𝑊 (𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼𝜕𝛽
𝑑𝛽−

−
∫︁ 𝑠

𝑥
𝑟 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽 + 𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑥) .

Учитывая эти соотношения в (3.12) имеем

𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) + 𝑞 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝑝 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥)−

−
𝜏∫︁
𝑡

(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠))𝐶(𝛼, 𝑠)𝑑𝛼−

−
𝑠∫︁
𝑥

(𝑝(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽))𝐵(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽 +

𝜏∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑥

𝑟 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) 𝑑𝛼𝑑𝛽+

+

𝑠∫︁
𝑥

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝛽)𝑑𝛽 −
𝜏∫︁
𝑡

𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑥)𝑑𝛼+

+

𝜏∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑥

(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽))𝐴(𝛼, 𝛽)𝑑𝛼𝑑𝛽+
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+

𝜏∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑥

(𝑝(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) + 𝑞(𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽))𝐷(𝛼, 𝛽)
𝜕2𝑊 (𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼𝜕𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽−

−
𝜏∫︁
𝑡

𝑠∫︁
𝑥

𝑟 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽) 𝑑𝛼𝑑𝛽+

𝜏∫︁
𝑡

𝜂 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑥) 𝑑𝛼−
𝑠∫︁
𝑥

𝜉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝛽)𝑑𝛽.

Следовательно

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) = 𝐸 +

𝑡∫︁
𝜏

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝑠)𝐶 (𝛼, 𝑠) 𝑑𝛼

++

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝛽)𝐵(𝜏, 𝛽)𝑑𝛽 +

𝑡∫︁
𝜏

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽)𝐴 (𝛼, 𝛽) 𝑑𝛼𝑑𝛽+

+

𝑡∫︁
𝜏

𝑥∫︁
𝑠

𝑅 (𝑡, 𝑥;𝛼, 𝛽)𝐷 (𝛼, 𝛽)
𝜕2𝑊 (𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼𝜕𝛽
𝑑𝛼𝑑𝛽.

Таким образом, теорема полностью доказана.
Подчеркнем, что в формуле (3.11) полагая 𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥0) и

предполагая, что

𝜕𝑅 (𝑡, 𝑠; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝐶 (𝑡, 𝑠)𝑅 (𝑡, 𝑠; 𝜏, 𝑠) ,

𝜕𝑅 (𝜏, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
= 𝐵 (𝜏, 𝑥)𝑅 (𝜏, 𝑥; 𝜏, 𝑠) ,

𝑅 (𝜏, 𝑠; 𝜏, 𝑠) = 𝐸,

получим, что ∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝑓 (𝜏, 𝑠) = 0.

Последние тождества позволяют нам утверждать следующее:

Теорема 3. Матричная функция 𝑅(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) относительно первой
пары переменных (𝑡, 𝑥) является решением следующего матричного
стохастического однородного уравнения

𝜕2𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐴 (𝑡, 𝑥)𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)+

+𝐵 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
+ 𝐶 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
+

+𝐷 (𝑡, 𝑥)𝑅 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)
𝜕2𝑊 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥
,
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с краевыми условиями

𝜕𝑅 (𝑡, 𝑠; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
= 𝐶 (𝑡, 𝑠)𝑅 (𝑡, 𝑠; 𝜏, 𝑠) ,

𝜕𝑅 (𝜏, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
= 𝐵 (𝜏, 𝑥)𝑅 (𝜏, 𝑥; 𝜏, 𝑠) ,

𝑅 (𝜏, 𝑠; 𝜏, 𝑠) = 𝐸.

4. Заключение

Рассмотрена краевая задача Гурса – Дарбу для одного линейного
стохастического гиперболического уравнения второго порядка с изме-
римыми и ограниченными коэффициентами. Установлено интегральное
представление решения краевой задачи в явном виде.

Благодарность. Авторы выражают глубокую благодарность рецен-
зенту за ценные замечания по содержанию статьи.
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Representation of the Solution of Goursat Problem for Sec-
ond Order Linear Stochastic Hyperbolic Differential Equa-
tions
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Abstract. The article considers second-order system of linear stochastic partial
differential equations of hyperbolic type with Goursat boundary conditions. Earlier, in a
number of papers, representations of the solution Goursat problem for linear stochastic
equations of hyperbolic type in the classical way under the assumption of sufficient
smoothness of the coefficients of the terms included in the right-hand side of the equation
were obtained. Meanwhile, study of many stochastic applied optimal control problems
described by linear or nonlinear second-order stochastic differential equations, in partial
derivatives hyperbolic type, the assumptions of sufficient smoothness of these equations
are not natural. Proceeding from this, in the considered Goursat problem, in contrast to
the known works, the smoothness of the coefficients of the terms in the right-hand side of
the equation is not assumed. They are considered only measurable and bounded matrix
functions. These assumptions, being natural, allow us to further investigate a wide class
of optimal control problems described by systems of second-order stochastic hyperbolic
equations. In this work, a stochastic analogue of the Riemann matrix is introduced, an
integral representation of the solution of considered boundary value problem in explicit
form through the boundary conditions is obtained. An analogue of the Riemann matrix
was introduced as a solution of a two-dimensional matrix integral equation of the Volterra
type with one-dimensional terms, a number of properties of an analogue of the Riemann
matrix were studied.

Keywords: linear Goursat-Darboux stochastic system, representation of solution
boundary value problem, Riemann method, stochastic analogue of the Riemann matrix.
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