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Аннотация. Группа 𝐺 называется группой Шункова, если для любой конечной
подгруппы 𝐻 из 𝐺 в фактор-группе 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 любые два сопряженных элемента
простого порядка порождают конечную группу. Доказано, что фактор-группа 𝐺/𝑁
является группой Шункова при условии, что нормальная подгруппа 𝑁 локально
конечна и порядки элементов подгруппы 𝑁 взаимно просты с порядками элементов
фактор-группы 𝐺/𝑁 .

Пусть X — некоторое множество групп. Группа 𝐺 насыщена группами из мно-
жества X , если любая конечная подгруппа из 𝐺 содержится в подгруппе группы 𝐺,
изоморфной некоторой группе из X . Доказано, что группа Шункова, насыщенная
конечными линейными и унитарными группами степени 3 над конечными полями,
обладает периодической частью, которая изоморфна либо линейной, либо унитарной
группе степени 3 на подходящим локально конечным полем.

Ключевые слова: группы с условиями насыщенности, группа Шункова, периоди-
ческая часть группы.

1. Введение

Группа 𝐺 называется группой Шункова, если для любой конечной
подгруппы 𝐻 из 𝐺 в фактор-группе 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 любые два сопряженных
элемента простого порядка порождают конечную группу [8]. Если 𝐺 —
группа Шункова и 𝑁 — ее нормальная подгруппа, то в каких случаях
фактор- группа 𝐺/𝑁 является группой Шункова? Частичный ответ на
этот вопрос дает
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Теорема 1. Пусть 𝐺 — группа Шункова, 𝑁 — нормальная локально
конечная подгруппа группы 𝐺 такая, что 𝜋(𝑁) ∩ 𝜋(𝐺/𝑁) = ∅. Тогда
фактор-группа 𝐺/𝑁 — группа Шункова.

Если все элементы конечных порядков из 𝐺 содержатся в периоди-
ческой подгруппе группы 𝐺, то она называется периодической частью
группы 𝐺 и обозначается 𝑇 (𝐺) [1, стр. 90]. Группа Шункова не обязана
обладать периодической частью [12]. Вопросы строения групп Шункова
рассматривались в [4;9;10;19]. Пусть 𝐺 — группа, X — некоторое множе-
ство групп. Группа 𝐺 насыщена группами из множества X, если любая
конечная подгруппа из 𝐺 содержится в подгруппе группы 𝐺, изоморф-
ной некоторой группе из X (множество X будем называть насыщающим
множеством для 𝐺) [15]. Устанавливается структура группы Шункова
с насыщающим множеством — M = {𝑈3(𝑞), 𝐿3(𝑞)}, где 𝑞 = 𝑝𝑛. Отме-
тим, что ни характеристика поля 𝑝, ни натуральное 𝑛 не фиксируется.
Получен следующий результат:

Теорема 2. Пусть группа Шункова 𝐺 насыщена группами из мно-
жества M. Тогда 𝐺 обладает периодической частью 𝑇 (𝐺), которая
изоморфна либо 𝐿3(𝑄), либо 𝑈3(𝑄) для подходящего локально конечного
поля 𝑄.

Пусть 𝐺 — группа, X — насыщающее множеством для 𝐺, 1 − еди-
ничная подгруппа группы 𝐺. Тогда X(1) обозначает множество всех
подгрупп группы 𝐺, изоморфных группам из X.

2. Некоторые свойства группы 𝑆𝐿3(𝑞)

Предложение 1. Пусть 𝐹 — поле порядка 𝑞 = 2𝑚,𝑚 > 1, 𝑆 =
𝑆𝐿3(𝐹 ) = 𝑆𝐿3(𝑞) — группа матриц размерности 3 над 𝐹 с опреде-
лителем, равным 1. Тогда :

1. Центр 𝐶 группы 𝑆 состоит из скалярных матриц, |𝐶| = (3, 𝑞−1).
2. Группа 𝐿 = 𝐿3(𝐹 ) = 𝐿3(𝑞) = 𝑆/𝐶 — простая группа, имеющая по-

рядок
𝑞3(𝑞3 − 1)(𝑞2 − 1)/(3, 𝑞 − 1). Пусть 𝑇 =

{︁(︁ 1 𝛼 𝛾
0 1 𝛽
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐹

}︁
− группа

верхних унитреугольных матриц из 𝑆.
3. 𝑇 — силовская 2-подгруппа порядка 𝑞3 из 𝑆. Центр 𝑇 — это

элементарная абелева подгруппа 𝑍 =
{︁(︁

1 0 𝛾
0 1 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛾 ∈ 𝐹

}︁
порядка 𝑞, ко-

торая одновременно является коммутантом и подгруппой Фраттини
группы 𝑇 . В частности, 𝑇 — двуступенно нильпотентна, период 𝑇
равен 4.

4. Любая инволюция из 𝑇 содержится либо в подгруппе
𝐴 =

{︁(︁
1 𝛼 𝛾
0 1 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛼, 𝛾 ∈ 𝐹

}︁
, либо в подгруппе 𝐵 =

{︁(︁ 1 0 𝛾
0 1 𝛽
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛽, 𝛾 ∈ 𝐹

}︁
,

каждая из которых является элементарной абелевой подгруппой по-
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рядка 𝑞2, инвариантной в 𝑁𝑆(𝑇 ). При этом 𝐴 ∩𝐵 = 𝑍 и 𝐴𝐵 = 𝑇 ,

𝐴 = 𝐴𝑍 × 𝑍, где 𝐴𝑍 =
{︁(︁

1 𝛼 0
0 1 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛼 ∈ 𝐹

}︁
,

𝐵 = 𝐵𝑍 × 𝑍, где𝐵𝑍 =
{︁(︁

1 0 0
0 1 𝛼
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛼 ∈ 𝐹

}︁
.

Если 𝑋 — любая из подгрупп 𝐴,𝐵 и 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑍, то 𝐶𝑇 (𝑥) = 𝑋. Кроме
того, 𝑆 = ⟨𝑁𝑆(𝐴), 𝑁𝑆(𝐵)⟩.

5. Если элемент 𝑦 из 𝑇 имеет порядок 4, то 𝑦 =
(︁ 1 𝛼 𝛾

0 1 𝛽
0 0 1

)︁
, где

𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}, а 𝛾 ∈ 𝐹, и 𝐶𝑇 (𝑦) = ⟨𝑦⟩𝑍(𝑇 ).

Если 𝑦 перестановочен с некоторой инволюцией 𝑥 ∈ 𝑇 , то 𝑥 ∈ 𝑍.

6. Пусть 𝑈 =
{︁(︁ 𝛼 0 0

0 𝛽 0
0 0 𝛼−1𝛽−1

)︁⃒⃒⃒
𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
. Тогда

𝑈 = 𝑉 ×𝑊𝐴 = 𝑉 ×𝑊𝐵, где

𝑉 =
{︁(︁

𝛼 0 0
0 𝛼−2 0
0 0 𝛼

)︁⃒⃒⃒
𝛼 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
,𝑊𝐴 =

{︁(︁ 1 0 0
0 𝛽 0
0 0 𝛽−1

)︁⃒⃒⃒
𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
,

𝑊𝐵 =
{︁(︁

𝛽−1 0 0
0 𝛽 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
, 𝑉,𝑊𝐴,𝑊𝐵 −

циклические группы порядка 𝑞 − 1,

𝑈 = 𝑈/𝐶 = 𝑉 ×𝑊𝐴 = 𝑉 ×𝑊𝐵,𝑊𝐴 =𝑊𝐴𝐶/𝐶,𝑊𝐵 =𝑊𝐵𝐶/𝐶 −

циклические группы порядка 𝑞−1, 𝑉 = 𝑉 𝐶/𝐶 есть циклическая группа
порядка (𝑞 − 1)/(3, 𝑞 − 1).

7. 𝑈 = 𝐻𝐴 × 𝑊𝐴 — прямое произведение двух циклических групп
порядка 𝑞 − 1,

𝐻𝐴 =
{︁(︁

𝛼−2 0 0
0 𝛼 0
0 0 𝛼

)︁⃒⃒⃒
𝛼 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
,𝑊𝐴 =

{︁(︁ 1 0 0
0 𝛽 0
0 0 𝛽−1

)︁⃒⃒⃒
𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
.

𝑈 = 𝑈/𝐶 = 𝐻𝐴×𝑊𝐴 — прямое произведение циклической группы 𝑊𝐴 =
𝑊𝐴𝐶/𝐶 порядка 𝑞 − 1 и циклической группы 𝐻𝐴 = 𝐻𝐴𝐶/𝐶 порядка
(𝑞 − 1)/(3, 𝑞 − 1).

8. 𝑈 = 𝐻𝐵 × 𝑊𝐵 — прямое произведение двух циклических групп
порядка 𝑞 − 1,

𝐻𝐵 =
{︁(︁

𝛼 0 0
0 𝛼 0
0 0 𝛼−2

)︁⃒⃒⃒
𝛼 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
,𝑊𝐵 =

{︁(︁
𝛽−1 0 0
0 𝛽 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛽 ∈ 𝐹 ∖ {0}

}︁
.

𝑈 = 𝑈/𝐶 = 𝐻𝐵 × 𝑊𝐵 — прямое произведение циклической группы
𝑊𝐵 = 𝑊𝐵𝐶/𝐶 порядка 𝑞 − 1 и циклической группы 𝐻𝐵 = 𝐻𝐵𝐶/𝐶
порядка (𝑞 − 1)/(3, 𝑞 − 1).
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9. При естественном гомоморфизме 𝑆 на 𝐿 образ 𝑇 группы 𝑇 изо-
морфен 𝑇 (мы будем отождествлять 𝑇 и 𝑇 ), и 𝑁𝐿(𝑇 ) = 𝑇𝑈 . Если
𝑞 > 4, то 𝐶𝐿(𝑈) = 𝑈 .

10. Если 1 ̸= 𝑧 — элемент из 𝑍, то 𝐶𝐿(𝑧) = 𝐶𝐿(𝑍) = 𝑇h𝑉 , 𝑉 норма-
лизует 𝑇,𝐴𝑍 , 𝐵𝑍 , централизует 𝑍, каждый нетривиальный элемент
из 𝑉 действует на 𝐴𝑍 , 𝐵𝑍 , 𝑇/𝑍 при сопряжении без неподвижных
точек.

11. Любая инволюция из 𝐿 сопряжена с инволюцией из 𝑍. В част-
ности, централизатор любой инволюции из 𝐿 содержит ровно одну
силовскую 2-подгруппу из 𝐿. Для любой нетривиальной подгруппы 𝑍1

из 𝑍 справедливо включение 𝑁𝐿(𝑍1) 6 𝑁𝐿(𝑇 ).
12. 𝑁𝐿(𝑇 ) = 𝑇 h (𝐻𝐴 ×𝑊𝐴), где 𝑊𝐴 нормализует 𝐴,𝑍,𝐴𝑍 и дей-

ствует регулярно и транзитивно на 𝑍,𝐴𝑍 , 𝐻𝐴 нормализует 𝐴,𝑍,𝐴𝑍 ,
действует регулярно на 𝑍,𝐴𝑍 и централизует 𝐵𝑍 .

13. 𝑁𝐿(𝑇 ) = 𝑇 h (𝐻𝐵 ×𝑊𝐵), где 𝑊𝐵 нормализует 𝐵,𝑍,𝐵𝑍 и дей-
ствует регулярно и транзитивно на 𝑍,𝐵𝑍 , 𝐻𝐵 нормализует 𝐵,𝑍,𝐵𝑍 ,
действует регулярно на 𝑍,𝐵𝑍 и централизует 𝐴𝑍 .

14. 𝑁𝐿(𝐴) = 𝐴h (𝐹𝐴 ×𝐻𝐴) — максимальная подгруппа в 𝐿, где

𝐹𝐴 =
{︁(︁ 1 0 0

0 𝛼 𝛾
0 𝛽 𝛿

)︁⃒⃒⃒
𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿 ∈ 𝐹

}︁
,

𝐹𝐴 ≃ 𝐿2(𝑞),𝑊𝐴 < 𝐹𝐴, 𝐵𝑍 < 𝐹𝐴, 𝑇 = 𝐴h𝐵𝑍 , 𝑁𝐿(𝑇 ) < 𝑁𝐿(𝐴).

Для любого 1 ̸= ℎ ∈ 𝐻𝐴, 𝐶𝐿(ℎ) = 𝐹𝐴 ×𝐻𝐴.
15. 𝑁𝐿(𝐵) = 𝐵 h (𝐹𝐵 ×𝐻𝐵) — максимальная подгруппа в 𝐿, где

𝐹𝐵 =
{︁(︁ 𝛼 𝛾 0

𝛽 𝛿 0
0 0 1

)︁⃒⃒⃒
𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿 ∈ 𝐹

}︁
,

𝐹𝐵 ≃ 𝐿2(𝑞),𝑊𝐵 < 𝐹𝐵, 𝐴𝑍 < 𝐹𝐵, 𝑇 = 𝐵 h𝐴𝑍 , 𝑁𝐿(𝑇 ) < 𝑁𝐿(𝐵).

Для любого 1 ̸= ℎ ∈ 𝐻𝐵, 𝐶𝐿(ℎ) = 𝐹𝐵 ×𝐻𝐵.

Приведенные выше свойства групп 𝑆𝐿3(𝐹 ), 𝐿3(𝐹 ) хорошо известны
и приведены, например, в [4, § 1]: пп. 1 — 4 предложения 1 — это пп.
1— 4 из [4, § 1]; п. 5 предложения 1 доказывается непосредственными
вычислениями; пп. 6 — 8 предложения 1 являются следствием п. 5 из [4,
§ 1]; пп. 9, 10 предложения 1 — это пп. 6, 7 из [4, § 1]; п. 11 предложения
1 — это п. 8 из [4, § 1]; пп. 12, 13 предложения 1 — следствие п. 9 из [4, §
1]; пп. 14, 15 предложения 1 — следствие п. 10 из [4, § 1].

3. Доказательство теоремы 1

Предположим, что теорема неверна. В дальнейшем 𝐺 — контрпри-
мер к утверждению теоремы. Рассмотрим фактор-группу 𝐺 = 𝐺/𝑁 .
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Лемма 1. Пусть 𝐻 — конечная подгруппа группы 𝐺. В группе 𝐺
существует конечная подгруппа 𝐻 = {ℎ1, · · · , ℎ|𝐻|} такая, что 𝑁 h𝐻
— подгруппа группы 𝐺 и (𝑁 h𝐻)/𝑁 = 𝐻 = {ℎ1𝑁, · · · , ℎ|𝐻|𝑁}.

Доказательство. Обозначим через 𝑅 полный прообраз группы 𝐻 в 𝐺.
По [1, теорема 23.1.1] 𝑅 — локально конечная группа. Так как 𝐻 —
конечная группа, то 𝐻 = {𝑘1𝑁, · · · , 𝑘|𝐻|𝑁} для некоторых элементов
𝑘1, · · · , 𝑘|𝐻| из 𝑅. Ввиду локальной конечности 𝑅, ⟨𝑘1, · · · , 𝑘|𝐻|⟩ =𝑀 —
конечная подгруппа из 𝑅. Возьмем в𝑀 нормальную подгруппу 𝑁 ∩𝑀 .
Ясно, что 𝑀/𝑀 ∩ 𝑁 ≃ 𝐻 и 𝜋(𝑀 ∩ 𝑁) ∩ 𝜋(𝑀/(𝑀 ∩ 𝑁)) = ∅. По [2,
теорема 15.2.4] в 𝑀 найдется подгруппа 𝐻 = {ℎ1, · · · , ℎ|𝐻|} такая, что
𝑀 = (𝑀 ∩𝑁)h𝐻. Следовательно, 𝑁𝑀 = 𝑁((𝑀 ∩𝑁)h𝐻) = 𝑁 h𝐻−
подгруппа группы 𝐺 и (𝑁 h𝐻)/𝑁 = 𝐻 = {ℎ1𝑁, · · · , ℎ|𝐻|𝑁}.

Зафиксируем группы 𝐻,𝐻 из условия и утверждения леммы 1.

Лемма 2. Пусть группа 𝐺 содержит такой элемент 𝑎, что 𝑎 ∈
𝑁𝐺(𝐻) ∖ 𝐻, 𝑎𝑝 ∈ 𝐻, и 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺). Тогда группа 𝐺 содержит элемент
𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝐻) ∖𝐻, 𝑎𝑝 ∈ 𝐻 и 𝐻⟨𝑎⟩ = 𝐻⟨𝑎⟩.

Доказательство. По лемме 1 в𝐺 найдется элемент 𝑏 конечного порядка
такой, что 𝑁 h ⟨𝑏⟩ подгруппа в 𝐺 и (𝑁 h ⟨𝑏⟩)/𝑁 = 𝑎. По условию
леммы 𝑎 ∈ 𝑁𝐺(𝐻) ∖ 𝐻. Следовательно, 𝑁 h 𝐻 нормальная подгруп-
па в (𝑁 h 𝐻)⟨𝑏⟩ и 𝐻𝑏 < (𝑁 h 𝐻). По [2, теорема 15.2.4] 𝐻𝑏 = 𝐻𝑥

для некоторого 𝑥 ∈ 𝑁 и 𝐻 = 𝐻𝑥𝑏−1 . Так как 𝑥𝑏−1 ∈ 𝑁(𝑁h𝐻)⟨𝑏⟩(𝐻)

и 𝜋(𝑁) ∩ 𝜋(𝑁 ∩ ⟨𝑥𝑏−1)⟩) = ∅, то без ограничения общности можно
считать, что (𝑥𝑏−1)𝑝 ∈ 𝐻. Положим 𝑎 = 𝑥𝑏−1. Несложно видеть, что
все утверждения леммы для элемента 𝑎 выполняются.

Лемма 3. Пусть группа 𝐺 содержит элемент 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐻)∖𝐻. Тогда
группа 𝐺 содержит элемент 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐻) ∖𝐻и 𝐻⟨𝑔⟩ = 𝐻⟨𝑔⟩.

Доказательство. Пусь 𝑓 — некоторый прообраз элемента 𝑔 в группе 𝐺.
Ясно, что 𝐻𝑓 < 𝑁 h 𝐻. Очевидно, ⟨𝐻,𝐻𝑓 ⟩ — конечная подгруппа из
𝑁 h 𝐻 и (|⟨𝐻,𝐻𝑓 ⟩ ∩ 𝑁 : 𝐻|, |𝐻|) = 1. По [2, теорема 15.2.4] 𝐻 = 𝐻𝑓𝑥

для некоторого 𝑥 ∈ ⟨𝐻,𝐻𝑓 ⟩ ∩𝑁. Положим 𝑓𝑥 = 𝑔. В силу определения
элемента 𝑔, 𝐻⟨𝑔⟩ = 𝐻⟨𝑔⟩.

Завершим доказательство теоремы. Пусть 𝐻 — конечная подгруппа
группы 𝐺, элементы 𝑎, 𝑔 взяты из 𝑁𝐺(𝐻) причем 𝑎𝑝 ∈ 𝐻. В соответ-
ствии с утверждениями лемм 1 — 3 в качестве прообразов группы 𝐻
и элементов 𝑎, 𝑔 можно выбрать группу 𝐻 и элементы 𝑎, 𝑔 такие, что
𝐻 — конечная подгруппа группы 𝐺, |𝐻| = |𝐻|, 𝑎, 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐻), 𝑎𝑝 ∈ 𝐻.
Ввиду условия теоремы фактор-группа ⟨𝑎, 𝑎𝑔, 𝐻⟩/𝐻 конечна. Переходя
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к фактор-группе 𝐺, получаем конечность фактор-группы ⟨𝑎, 𝑎𝑔, 𝐻⟩/𝐻,
а так как 𝑎, 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐻), 𝑎𝑝 ∈ 𝐻, то теорема доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Положим

A = {𝐿3(𝑞), 𝑈3(𝑞) | 𝑞 нечетно},B = {𝐿3(2
𝑛), 𝑈3(2

𝑚) | 𝑛 > 1,𝑚 > 2}.

Тогда M(1) = A(1) ∪ B(1) — насыщающее множество для группы 𝐺.
Имеют место три взаимоисключающих варианта структуры M(1).

I. A(1) ̸= ∅, B(1) = ∅.

II. A(1) = ∅, B(1) ̸= ∅.
III. A(1) ̸= ∅, B(1) ̸= ∅.

Рассмотрим эти варианты в отдельности.
Вариант I. A(1) ̸= ∅, B(1) = ∅.
В этом случае M(1) = A(1) − насыщающее множество для группы

𝐺, и по [14, Теорема 1] 𝐺 обладает периодической частью 𝑇 (𝐺), которая
локально конечна и изоморфна либо 𝐿3(𝑃 ), либо 𝑈3(𝑃 ), где 𝑃 — подхо-
дящее локально конечное поле нечетной характеристики. Противоречие
с тем, что 𝐺 — контрпример.

Вариант II. A(1) = ∅, B(1) ̸= ∅.

Лемма 4. B(1) содержит конечную подгруппу 𝐾 ≃ 𝐿3(2
𝑚), где 𝑚 >

1.

Доказательство. В противном случае случае для любой группы 𝐾 ∈
M(1),𝐾 ≃ 𝑈3(2

𝑙), и по [18, Теорема 1.5] 𝐺 обладает периодической
частью 𝑇 (𝐺), которая локально конечна и изоморфна 𝑈3(𝑃 ), где 𝑃 —
подходящее локально конечное поле характеристики 2. Противоречие с
тем, что 𝐺 — контрпример.

Лемма 5. Пусть 𝑆 − силовская 2-подгруппа группы 𝐺. Тогда :
1. 𝑆 − бесконечная локально конечная группа периода 4.
2. 𝑆 двуступенно нильпотентна, 𝑍 = 𝑍(𝑆) = 𝑆′ — группа периода

2.
3. Для любого 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑥2 ∈ 𝑍.
4. Пусть 𝑧 — инволюция из 𝐺. Тогда 𝐶𝐺(𝑧) обладает единственной

силовской 2-подгруппой.
5. Силовские 2-подгруппы в группе 𝐺 сопряжены c 𝑆.
6. 𝑁 = 𝑁𝐺(𝑆) обладает счетной периодической частью 𝑇 = 𝑇 (𝑁) =

𝑆 h 𝑃, где группа 𝑃 − локально конечная абелева группа ранга 2 без
инволюций.

Известия Иркутского государственного университета.
2021. Т. 35. Серия «Математика». С. 103–119
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Доказательство. По лемме 4 в B(1) существует конечная подгруп-
па 𝐾 ≃ 𝐿3(2

𝑚), где 𝑚 > 1. Пусть 𝑆𝐾 — силовская 2-подгруппа из
𝐾. Тогда 𝑆𝐾 < 𝑆* — бесконечная силовская 2-подгруппа группы 𝐺
( [14, предложение 9]). Для любой конечной подгруппы 𝑋 < 𝑆𝐾 оче-
видны включения 𝑋 < ⟨𝑋,𝑆𝐾⟩ — конечная подгруппа группы 𝑆* и
⟨𝑋,𝑆𝐾⟩ < 𝐾𝑋,𝑆𝐾

∈ B(1),𝐾𝑋,𝑆𝐾
≃ 𝐿3(2

𝑛), где 𝑛 > 𝑚 (условие на-
сыщенности). Отсюда и из того факта, что в группе Шункова любая
инволюция конечна, вытекает, что утверждение леммы имеет место
(доказывается точно также как и [13, Теорема] с использованием схем
доказательств из [6, леммы 2.1 — 2.7].

В дальнейшем, если не оговорено особо, под 𝑇, 𝑃, 𝑆 будут понимать-
ся подгруппы из условия и утверждения леммы 5.

Лемма 6. Существует последовательность подгрупп 𝑀1,𝑀2, . . . ,𝑀𝑛, . . .
группы 𝐺 такая, что для неё имеют место следующие свойства :

1. Для любого 𝑛 существует 𝑘𝑛 такое, что 𝑀𝑛 ≃ 𝐿3(2
𝑘𝑛).

2. 𝑆𝑀1 < 𝑆𝑀2 < . . . < 𝑆𝑀𝑛 < . . . для некоторых силовских 2-подгрупп
𝑆𝑀𝑛 из 𝑀𝑛.

3. 𝑆 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑆𝑀𝑛 — силовская 2-подгруппа группы 𝐺.

4. 𝑍(𝑆𝑀1) < 𝑍(𝑆𝑀2) < . . . < 𝑍(𝑆𝑀𝑛) < . . . .

5. 𝑍 = 𝑍(𝑆) =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑍(𝑆𝑀𝑛),

6. 𝑁𝑀1(𝑆𝑀1) < 𝑁𝑀2(𝑆𝑀2) < . . . < 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛) < . . . .

7. 𝑇 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛).

Доказательство. По лемме 4 в B(1) существует конечная подгруппа
𝐾 ≃ 𝐿3(2

𝑚1), где 𝑚1 > 1. Положим 𝑀1 = 𝐾. Пусть 𝑆𝑀1 — силовская
2-подгруппа из 𝑀1, и инволюция 𝑧 из центра 𝑆𝑀1 (п. 11 предложения
1 ). По пп. 4, 6 леммы 5 𝑁𝑀1(𝑆𝑀1) < 𝑇 = {𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚, . . .} − беско-
нечная счетная локально конечная группа. Следовательно, для любого
натурального𝑚1 ⟨𝑁𝑀1(𝑆𝑀1), 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚1⟩— конечная группа. Выберем
элемент 𝑐𝑚1 ∈ 𝑁 ∖𝑁𝑀1(𝑆𝑀1) с минимально возможным значением номе-
ра 𝑚1. Поскольку 𝑁 — локально конечная группа, то ⟨𝑁𝑀1(𝑆𝑀1), 𝑐𝑚1⟩
— конечная группа. По условию насыщенности ⟨𝑁𝑀1(𝑆𝑀1), 𝑐𝑚1⟩ < 𝑀2 ∈
B(1),𝑀2 ≃ 𝐿3(2

𝑚2). Пусть 𝑆𝑀2 — силовская 2-подгруппа из 𝑀2, содер-
жащая 𝑆𝑀1 . Тогда 𝑆𝑀1 < 𝑆𝑀2 , 𝑍(𝑆𝑀1) < 𝑍(𝑆𝑀2) и по п. 11 предло-
жения 1 𝑁𝑀1(𝑆𝑀1) < 𝑁𝑀2(𝑆𝑀2). Действуя подобным образом, получа-
ем последовательность 𝑀1,𝑀2, . . . ,𝑀𝑛, . . . , обладающую требуемыми
свойствами, перечисленными в пп. 1 — 7 заключения леммы.

Определим множество значений индекса 𝑖 ∈ {1, 2}.
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Лемма 7. Для групп цепочки 𝑆𝑀1 < 𝑆𝑀2 < . . . < 𝑆𝑀𝑛 < . . . имеют
место следующие свойства :

1. 𝑆𝑀𝑛 = 𝑆
(1)
𝑀𝑛
𝑆
(2)
𝑀𝑛

= 𝑆
(2)
𝑀𝑛
𝑆
(1)
𝑀𝑛
, где 𝑆(1)

𝑀𝑛
, 𝑆

(2)
𝑀𝑛

— максимальные эле-
ментарные абелевы подгруппы из 𝑆𝑀𝑛.

2. 𝑆
(1)
𝑀𝑛

∩ 𝑆(2)
𝑀𝑛

= 𝑍(𝑆𝑀𝑛).

3. 𝑆
(1)
𝑀𝑛

= 𝑆
(1)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

× 𝑍(𝑆𝑀𝑛).

4. 𝑆
(2)
𝑀𝑛

= 𝑆
(2)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

× 𝑍(𝑆𝑀𝑛).

5. Любая элементарная абелева подгруппа из 𝑆𝑀𝑛 содержится либо
в 𝑆(1)

𝑀𝑛
, либо в 𝑆(2)

𝑀𝑛
.

6. 𝑆𝑀𝑛 = 𝑆
(1)
𝑀𝑛
h 𝑆(2)

𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )
= 𝑆

(2)
𝑀𝑛
h 𝑆(1)

𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )
.

7. 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛) < 𝑁𝑀𝑛(𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

).

8. 𝑆
(𝑖)
𝑀1

< 𝑆
(𝑖)
𝑀2

< . . . < 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< . . . .
9. Без ограничения общности можно считать, что

𝑆
(𝑖)
𝑀1𝑍(𝑆𝑀1

)
< 𝑆

(𝑖)
𝑀2𝑍(𝑆𝑀2

)
< . . . < 𝑆

(𝑖)
𝑀𝑛𝑍(𝑍𝑀𝑛 )

< . . . .

Доказательство. Группы 𝑆𝑀𝑛 определены и зафиксированы в п. 2 лем-
мы 6. По условию насыщенности𝑀𝑛 ≃ 𝐿 = 𝐿3(2

𝑘𝑛) (𝐿 из п. 2 предложе-
ния 1). В соответствии с п. 4 предложения 1 и определением 𝑆

(1)
𝑀𝑛
, 𝑆

(2)
𝑀𝑛

,
как максимальных элементарных абелевых подгрупп из силовской 2-
подгруппы 𝑆𝑀𝑛 группы 𝑀𝑛 (п. 1 заключения леммы), положив (в обо-
значениях п. 4 предложения 1) 𝑆(1)

𝑀𝑛
≃ 𝐴,𝑆

(2)
𝑀𝑛

≃ 𝐵,𝑆𝑀𝑛 ≃ 𝑇,𝑍(𝑆𝑀𝑛) ≃
𝑍, 𝑆

(1)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

≃ 𝐴𝑍 , 𝑆
(2)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

≃ 𝐵𝑍 , получаем доказательство свойств,
сформулированных в пп. 1-5 утверждения леммы.

Свойства, сформулированные в пп. 6 – 9 утверждения леммы − непо-
средственное следствие утверждений, приведенных в пп. 14-15 предло-
жения 1.

Лемма 8. Имеют место следующие свойства группы 𝑆 :

1. 𝑆(𝑖) =
⋃︀∞

𝑛=1 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

— максимальные элементарные абелевы подгруп-
пы группы 𝑆.

2. 𝑆 = 𝑆(1)𝑆(2) = 𝑆(2)𝑆(1).
3. 𝑆(1)

⋂︀
𝑆(2) = 𝑍.

4. 𝑆(𝑖) = 𝑆
(𝑖)
𝑍 × 𝑍, где 𝑆(𝑖)

𝑍 =
⋃︀∞

𝑛=1 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

.

5. 𝑆 = 𝑆(1) h 𝑆(2)
𝑍 = 𝑆(2) h 𝑆(1)

𝑍 .

6. Любая элементарная абелева подгруппа из 𝑆 лежит либо в 𝑆(1),
либо в 𝑆(2).

7. 𝑇 = 𝑇 (𝑁) < 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)).

Доказательство. Перечисленные в утверждении леммы свойства груп-
пы 𝑆 вытекают из лемм 6, 7.

Известия Иркутского государственного университета.
2021. Т. 35. Серия «Математика». С. 103–119
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Определим множество значений индекса 𝑗 ∈ {1, 2} ∖ 𝑖.

Лемма 9. 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛) = (𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛
h 𝑆

(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

) h (𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

× 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

)), где

𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

− циклическая группа порядка (2𝑘𝑛 − 1)/(3, 2𝑘𝑛 − 1), действу-

ющая регулярно на 𝑆(𝑖)
𝑀𝑛

и централизующая группу 𝑆(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

h𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

;

𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

− циклическая группа порядка (2𝑘𝑛 −1), действующая регулярно

и транзитивно на 𝑍(𝑆𝑀𝑛), 𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

.

Доказательство. . Учитывая соответствие, введенное в доказательстве
леммы 7, между обозначениями подгрупп группы 𝐿 из п.2 предложе-
ния 1 и обозначениями подгрупп группы 𝑆𝑀𝑛 и дополнительно поло-
жив 𝐻𝐴 ≃ 𝐻

𝑆
(1)
𝑀𝑛

, 𝐻𝐵 ≃ 𝐻
𝑆
(2)
𝑀𝑛

, 𝑊𝐴 ≃ 𝑊
𝑆
(1)
𝑀𝑛

, 𝑊𝐵 ≃ 𝑊
𝑆
(2)
𝑀𝑛

(группы

𝐻𝐴, 𝐻𝐵,𝑊𝐴,𝑊𝐵 из пп. 7, 8 1), получаем, что утверждение леммы имеет
место по п. 4 леммы 7 и пп. 12, 13 предложения 1.

Лемма 10. Без ограничения общности можно считать, что 𝑃 =

(𝐻𝑆(𝑖) × 𝑊𝑆(𝑖)), где 𝐻𝑆(𝑖) =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

− максимальная локально цик-

лическая подгруппа без инволюций из 𝑇 < 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)) с тем свойством,

что она действует регулярно на 𝑆(𝑖) и централизует 𝑆
(𝑗)
𝑍 , 𝑊𝑆(𝑖) =

∞⋃︀
𝑛=1

𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

− максимальная локально циклическая подгруппа без инво-

люций из 𝑇 < 𝑁𝐺(𝑆𝑖), действующая регулярно на 𝑆(𝑖) и 𝑆
(𝑗)
𝑍 .

Доказательство. Ввиду леммы 9 и п. 6 леммы 6

(𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛
h 𝑆(𝑗)

𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )
)h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

×𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

) <

< (𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

h 𝑆(𝑗)
𝑀𝑛+1𝑍(𝑆𝑀𝑛+1

)
)h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

×𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

)

для любого 𝑛. По [1, Теорема (Ф. Холл) 20.1.1]

(𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

×𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

) < (𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

×𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

)𝑥

для некоторого 𝑥 ∈ 𝑆𝑀𝑛+1 . По п. 4 леммы 6, пп. 8, 9 леммы 7 𝑥 ∈ 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

,

и подгруппа 𝐻𝑥

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

централизует подгруппу 𝑆(𝑗)
𝑀𝑛+1𝑍(𝑆𝑀𝑛+1

)
( пп.12, 13

предложения 1). Возьмем в качестве 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

подгруппу 𝐻𝑥

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

. Так

как 𝑆(𝑖)
𝑀𝑛𝑍(𝑀𝑛)

< 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1𝑍(𝑀𝑛+1)

, то по построению 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

. Вы-

берем в качестве𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

подгруппу, являющуюся прямым дополнением
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к подгрупе 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

в группе (𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

×𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

)𝑥 и содержащую 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

(по пп.12, 13 предложения 1 такое прямое дополнение существует).
Используя индукцию по 𝑛 получаем, что группы 𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

,𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

можно

выбрать так, что 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

, 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

. Положим 𝐻𝑆(𝑖) =

∞⋃︀
𝑛=1

𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

,𝑊𝑆(𝑖) =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

. Возьмем в качестве 𝑃 группу 𝐻𝑆(𝑖) ×𝑊𝑆(𝑖) .

Лемма 11. Пусть 𝑧 — инволюция из 𝑍, 𝐾 ∈ A(1), 𝑆𝐾 — силовская 2-
подгруппа из 𝐾, содержащая инволюцию 𝑧 в 𝑍(𝑆𝐾). Тогда 𝑁𝐾(𝑆

(𝑖)
𝐾 ) <

𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)), 𝑆(𝑖)

𝐾 — максимальные элементарные абелевы подгруппы груп-
пы 𝑆𝐾 . В частности, 𝑁𝑀𝑛(𝑆

(𝑖)
𝑀𝑛

) < 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)).

Доказательство. Ясно, что 𝑆𝐾 < 𝑆, 𝑆(𝑖)
𝐾 < 𝑆(𝑖) (п. 4 леммы 5, п. 6

леммы 8). Пусть 𝑔 ∈ 𝑁𝐾(𝑆
(𝑖)
𝐾 ). Тогда 𝑆

(𝑖)
𝐾 = (𝑆

(𝑖)
𝐾 )𝑔 < (𝑆(𝑖))𝑔. Так

как 𝑧 ∈ 𝑍(𝑆𝐾) < 𝑆
(𝑖)
𝐾 = 𝑆

(𝑖)
𝐾 ∩ 𝑆

(𝑖)
𝐾

𝑔
< 𝑆(𝑖) ∩ 𝑆(𝑖)𝑔, и 𝑆(𝑖), 𝑆(𝑖)𝑔 — эле-

ментарные абелевы группы, то ⟨𝑆(𝑖), 𝑆(𝑖)𝑔⟩ < 𝐶𝐺(𝑧). По п. 4 леммы 5
⟨𝑆(𝑖), 𝑆(𝑖)𝑔⟩ < 𝑆. Тогда ⟨𝑆(𝑖), 𝑆(𝑖)𝑔⟩ — элементарная абелева группа и
𝑆(𝑖) = ⟨𝑆(𝑖), 𝑆(𝑖)𝑔⟩ = 𝑆(𝑖)𝑔.

Лемма 12. 𝑇 (𝐶(𝑁𝐺(𝑆(𝑖)))(𝐻𝑆(𝑖)) = (𝐻𝑆(𝑖) ×𝐹𝑆(𝑖)), где 𝐹𝑆(𝑖) ≃ 𝐿2(𝑄), для
подходящего локально конечного поля 𝑄 характеристики 2.

Доказательство. Фактор-группа 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖))/𝐻𝑆(𝑖) , ввиду [14, пред-
ложение 5], [17, следствие 2.4.4], является группой Шункова. Покажем,
что она насыщена группами из множества {𝐿2(2

𝑛)|𝑛 > 2}.
Действительно, пусть𝐾 — конечная подгруппа из 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖))/𝐻𝑆(𝑖) ,

и 𝐾 — ее конечный прообраз из 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖)). Зафиксируем некото-
рую подгруппу𝑀𝑛 из утверждения леммы 6. По условию насыщенности
𝑀𝑛 ≃ 𝐿3(2

𝑛) для некоторого 𝑛. Возьмем в 𝑀𝑛 подгруппу 𝑆(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝑆(𝑖)

(п.1 леммы 8). Так как𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻𝑆(𝑖) , то ⟨𝐾,𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

⟩ — конечная подгруп-

па из 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖)). Следовательно, 𝐷 = ⟨𝑆(𝑖)
𝑀𝑛
, 𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

,𝐾⟩ — конечная

подгруппа из 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)).По условию насыщенности𝐷 < 𝐷1 ∈ A(1). Пусть

𝑆𝐷1 — силовская 2-подгруппа группы 𝐷1 такая, что 𝑍(𝑆𝑀𝑛) ≤ 𝑍(𝑆𝐷1).
Следовательно, 𝑆𝐷1 < 𝑆 (п. 11 предложения 1). По п.4 предложения 1
𝑆𝐷1 = 𝑆

(1)
𝐷1

· 𝑆(2)
𝐷1

, где 𝑆(1)
𝐷1
, 𝑆

(2)
𝐷1

— максимальные элементарные абелевы

подгруппы группы 𝑆𝐷1 , 𝑆
(1)
𝐷1

< 𝑆(1), 𝑆
(2)
𝐷1

< 𝑆(2) (п.6 леммы 8). По пп. 4,
14, 15 предложения 1 и лемме 11

𝑁𝐷1(𝑆
(𝑖)
𝐷1

) = 𝑆
(𝑖)
𝐷1
h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝐷1

× 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

) < 𝑆(𝑖) h (𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷1

× 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

),

Известия Иркутского государственного университета.
2021. Т. 35. Серия «Математика». С. 103–119
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𝑁𝐷1(𝑆
(𝑖)
𝐷1

) ∩ 𝑇 = 𝑆
(𝑖)
𝐷1
h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝐷1

× (𝑆
(𝑗)
𝐷1𝑍(𝑆𝐷1

)
h𝑊

𝑆
(𝑖)
𝐷1

)),

где

𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

< 𝑆
(𝑗)
𝐷1𝑍(𝑆𝐷1

)
, 𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷1

< 𝐻𝑆(𝑖) ,𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝐷1

< 𝑊𝑆(𝑖) ,

𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

≃ 𝐿2(2
𝑛), 𝑆(𝑗)

𝐷1𝑍(𝑆𝐷1
)
— силовская 2 подгруппа в 𝐹

𝑆
(𝑖)
𝐷1

такая, что

𝑆𝐷1 = 𝑆
(𝑖)
𝐷1
𝑆
(𝑗)
𝐷1𝑍(𝑆𝐷1

)
.

Покажем, что 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

< 𝐶𝐺(𝐻𝑆(𝑖)). Возьмем элемент

1 ̸= ℎ ∈ {𝐻𝑆(𝑖) ∖𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷1

}

такой, что для некоторого простого 𝑝, ℎ𝑝 ∈ 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷1

. Возьмем инволюцию

𝑣 ∈ 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

∖ 𝑆(𝑗)
𝐷1𝑍(𝑆𝐷1

)
. Так как 𝐺 — группа Шункова, то из того факта,

что ⟨ℎ, 𝑣⟩ < 𝐶𝐺(𝐻𝑆
(𝑖)
𝐷1

) вытекает, что ⟨ℎ, 𝑣⟩ — конечная группа ( [14,

предложение 4], [17, следствие 2.4.4]), а ⟨𝑆(𝑖)
𝐷1
, ℎ, 𝑣⟩ — конечная группа

из 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)). По условию насыщенности ⟨𝑆𝑖

𝐷1
, ℎ, 𝑣⟩ < 𝐷2 ≃ 𝐿3(2

𝑚) для
некоторого𝑚 > 𝑛. Так как 𝑍(𝑆𝑀𝑛) < 𝑍(𝑆𝐷1) < 𝑆

(𝑖)
𝐷1

< 𝐷2, то можно так

выбрать силовскую 2-подгруппу 𝑆𝐷2 группы 𝐷2, что 𝑆
(𝑖)
𝐷1

< 𝑆𝐷2 < 𝑆. По

лемме 11 𝑁𝐷2(𝑆
(𝑖)
𝐷2

) < 𝑆(𝑖)h (𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷2

×𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷2

). По пп. 4, 14, 15 предложения

1 𝑁𝐷2(𝑆
(𝑖)
𝐷2

) = 𝑆
(𝑖)
𝐷2
h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝐷2

× 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷2

),

𝑁𝐷2(𝑆
(𝑖)
𝐷2

) ∩ 𝑇 = 𝑆
(𝑖)
𝐷2
h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝐷2

× (𝑆
(𝑗)
𝐷2𝑍(𝑆𝐷2

)
h𝑊

𝑆
(𝑖)
𝐷2

)) где,

𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

< 𝑆
(𝑗)
𝐷2𝑍(𝑆𝐷2

)
, 𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷2

< 𝐻𝑆(𝑖) ,𝑊
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝑊
𝑆
(𝑖)
𝐷2

< 𝑊𝑆(𝑖) ,

𝑆
(𝑗)
𝐷2𝑍(𝑆𝐷2

)
— силовская 2 подгруппа в 𝐹

𝑆
(𝑖)
𝐷2

≃ 𝐿2(2
𝑚) такая, что 𝑆𝐷2 =

𝑆
(𝑖)
𝐷2
𝑆
(𝑗)
𝐷2𝑍(𝑆𝐷2

)
. В силу выбора элемент ℎ и группа 𝐻

𝑆
(𝑖)
𝐷1

лежат в

𝑁𝐷2(𝑆
(𝑖)
𝐷2

) ∩𝐻𝑆(𝑖) = 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷2

.

Как отмечалось выше, 𝑣 ∈ 𝑁𝐺(𝑆
(𝑖)). Следовательно, 𝑣 ∈ 𝑁𝐷2(𝑆

(𝑖)
𝐷2

),

𝑣 = 𝑤𝑠, где 𝑤 — инволюция из 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷2

∖ 𝑆(𝑗)
𝐷2𝑍(𝑆𝐷2

)
, 𝑠 — инволюция из

𝑆
(𝑖)
𝐷2

. Тогда для любого 𝑥 ∈ 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝐷2

𝑥𝑣 = 𝑥𝑤𝑠 = (𝑥𝑤)𝑠 = 𝑥𝑠 ̸= 𝑥, но это
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невозможно, если 𝑥 ∈ 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

, так как в этом случае, согласно выбо-

ру 𝑥, 𝑥𝑣 = 𝑥. Следовательно, 𝑠 = 1, 𝑣 = 𝑤 ∈ 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷2

и 𝑣 перестано-

вочна с ℎ. Так как 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

порождается такими инволюциями, то 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

централизует ℎ и 𝐾 ≤ 𝐶
𝑁𝐷1

(𝑆
(𝑖)
𝐷1

)
(𝐻

(𝑖)
𝐷1

). Далее, используя индукцию

по порядку ℎ (𝐻𝑆(𝑖) — локально циклическая групп), получаем, что
(𝐻𝑆(𝑖) × 𝐹

𝑆
(𝑖)
𝐷1

) − подгруппа из 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖)), содержащая конечную

подгруппу 𝐾. Переходя к фактор-группе 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖))/𝐻𝑆(𝑖) , полу-
чаем, что 𝐾 < (𝐻𝑆(𝑖) × 𝐹

𝑆
(𝑖)
𝐷1

)/𝐻𝑆(𝑖) ≃ 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝐷1

≃ 𝐿2(2
𝑛), что и требова-

лось. Следовательно, 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖)) обладает периодической частью
𝑇 (𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖))/𝐻𝑆(𝑖)) ≃ 𝐿2(𝑄) для подходящего локально конечного
поля 𝑄 характеристики 2 ( [11, Теорема 1]. Отсюда вытекает существо-
вание периодической части в 𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖)) со следующей структу-
рой: 𝑇 (𝐶𝑁𝐺(𝑆(𝑖))(𝐻𝑆(𝑖))) = 𝐻𝑆(𝑖) × 𝐹𝑆(𝑖) , где 𝐹𝑆(𝑖) ≃ 𝐿2(𝑄) ( [7, теорема
6.15]).

Зафиксируем группу 𝐹𝑆(𝑖) из утверждения леммы 12.

Лемма 13. В 𝐺 существует подгруппа 𝑀 , обладающая следующими
свойствами:

1. 𝑀 ≃ 𝐿3(𝑄) для подходящего бесконечного локально конечного
поля 𝑄 характеристики 2.

2. 𝑇 < 𝑀 .
3. Пусть 𝑆𝑀 — силовская 2-подгруппа группы 𝑀. Тогда 𝑆𝑀 —

силовская 2-подгруппа группы 𝐺.
4. 𝑇 (𝑁𝐺(𝑀)) =𝑀.

Доказательство. В дополнение к соответствию, установленному меж-
ду подгруппами группы 𝐿 из п. 2 предложения 1 и подгруппами группы
𝑀𝑛 (леммы 7, 9) положим 𝐹𝐴 ≃ 𝐹

𝑆
(1)
𝑀𝑛

, 𝐹𝐴 ≃ 𝐹
𝑆
2)
𝑀𝑛

(группы 𝐹𝐴, 𝐹𝐵 из

пп. 14, 15 предложения 1). По лемме 12 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

≃ 𝐿2(2
𝑘𝑛) и 𝐹

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

<

𝐹𝑆(𝑖) . По пп. 14, 15 предложения 1 𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑆𝑀𝑛 )

= 𝑆𝑀𝑛 ∩ 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

− си-

ловская 2-подгруппа из 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

. По п. 9 леммы 7 𝑁𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

(𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛𝑍(𝑀𝑛)

) <

𝑁𝐹
𝑆
(1)
𝑀𝑛+1

(𝑆
(𝑗)
𝑀𝑛+1𝑍(𝑀𝑛+1)

). Так как 𝐹 (𝑖)
𝑆𝑀𝑛

< 𝐹𝑆(𝑖) , то по [5, лемма 19] 𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

<

𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

Как отмечалось выше (лемма 10), 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

< 𝐻
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛+1

По пп. 14, 15

предложения 1 𝑁𝑀𝑛(𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

) = 𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛
h (𝐻

𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

×𝐹
𝑆
(𝑖)
𝑀𝑛

). Тогда, 𝑁𝑀𝑛(𝑆
(1)
𝑀𝑛

) <

𝑁𝑀𝑛+1(𝑆
(1)
𝑀𝑛+1

),𝑁𝑀𝑛(𝑆
(2)
𝑀𝑛

) < 𝑁𝑀𝑛+1(𝑆
(2)
𝑀𝑛+1

), и𝑀𝑛 = ⟨𝑁𝑀𝑛(𝑆
(1)
𝑀𝑛

), 𝑁𝑀𝑛(𝑆
(2)
𝑀𝑛

)⟩
(п. 4 предложения 1). Следовательно, 𝑀1 < 𝑀2 < . . . < 𝑀𝑛 < . . . . В
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этом случае {𝑀1, 𝑀2, . . . ,𝑀𝑛, . . . } — насыщающее множество для
группы

⋃︀∞
𝑛=1𝑀𝑛 =𝑀, и по [6, теорема 3] 𝑀 ≃ 𝐿3(𝑄) для подходящего

бесконечного локально конечного поля 𝑄 характеристики 2.
2. По п. 1, доказанному выше, 𝑀1 < 𝑀2 < . . . < 𝑀𝑛 < . . . и⋃︀∞

𝑛=1𝑀𝑛 =𝑀. По пп. 6,7 леммы 6 𝑁𝑀1(𝑆𝑀1) < . . . < 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛) < . . . и

𝑇 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛). Следовательно, 𝑇 < 𝑀 .

3. По построению 𝑆 < 𝑀 . Пусть 𝐾 — другая силовская 2-подгруппа
из 𝑀 , и 𝐾 не является силовской 2-подгруппой в 𝐺. Тогда 𝐾 < 𝐾1 —
силовская 2-подгруппа в 𝐺. Ясно, что 𝐾1 ̸< 𝑀 . Так как силовские 2-
подгруппы в 𝑀 сопряжены, то для некоторого 𝑔 ∈𝑀,𝑆𝑔 = 𝐾,𝑆𝑔 < 𝐾1.
Противоречие с тем, что 𝑆 — силовская 2-подгруппа в группе 𝐺 (лемма
5).

4. Пусть 𝑐 ∈ 𝑁𝐺(𝑀) ∖ 𝑀 , и 𝑐 — элемент конечного порядка. Если
𝑆𝑐 = 𝑆, то по пункту 2, доказанному выше, 𝑐 ∈ 𝑀 , что противоречит
выбору 𝑐. Если 𝑆𝑐 ̸= 𝑆, то для некoторого 𝑥 ∈ 𝑀 выполнено 𝑆𝑐𝑥 = 𝑆
и 𝑐𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝑆). Так как 𝑐𝑥 — элемент конечного порядка из 𝑁𝐺(𝑀),то
по пункту 2, доказанному выше, 𝑐𝑥 ∈ 𝑀 . Следовательно, 𝑐 ∈ 𝑀 , что
противоречит выбору 𝑐.

Завершим рассмотрение вариант II. Так как 𝐺 — контрпример, то
найдутся инволюции 𝑧, 𝑤 такие, что 𝑤 ∈ 𝐺 ∖ 𝑀, 𝑧 ∈ 𝑍(𝑆) < 𝑀 . По
условию насыщенности ⟨𝑧, 𝑤⟩ < 𝑅 ∈ B(1). Ясно, что 𝑅 ̸< 𝑀 . Пусть 𝐾
— силовская 2-подгруппа из 𝑅 такая, что 𝑧 ∈ 𝑍(𝐾).

Рассмотрим случай 𝑅 ≃ 𝐿3(2
𝑛)). Так как 𝑧 ∈ 𝑍(𝑆) < 𝑆 < 𝑀 , то по

лемме 5 (пункт 4.) 𝐾 < 𝑆. Выберем в 𝐾 инволюцию 𝑣 ∈ 𝐾 ∖ 𝑍(𝐾).
Так как в 𝑀 все инволюции сопряжены, и 𝑇 (𝐶𝐺(𝑧)) < 𝑀 (леммы 5
(пункт 4.), 13 (пункт 2)), то 𝑇 (𝐶𝐺(𝑣)) < 𝑀,𝐶𝑅(𝑣) < 𝑀 . Ввиду того,
что 𝑅 порождается централизаторами всех инволюций из 𝐾, получаем,
в силу произвольности выбора инволюции 𝑣 из 𝐾 ∖ 𝑍(𝐾), что ⟨𝐶𝑅(𝑥) |
𝑥 ∈ 𝐾#, 𝑥2 = 1⟩ = 𝑅 < 𝑀 . Противоречие с тем, что 𝑅 ̸< 𝑀 .

Рассмотрим случай 𝑅 ≃ 𝑈3(𝑞), 𝑞 = 2𝑘 > 4. Так как 𝑧 ∈ 𝑍(𝑆) и 𝐾
содержит элементы порядка 4, то 𝑁𝑅(𝐾) < 𝑀 . По [5, Предложение
1 (пункты 2,4)] 𝑁𝑅(𝐾) = 𝐾 h (𝐻), где 𝐻 = (𝐻1 × 𝐻0), 𝐻 — цик-
лическая группа порядка 22𝑛−1

𝑑 , 𝑑 = 3, если 3 делит число 2𝑛 + 1, и
𝑑 = 1 в противном случае; |𝐻0| = 2𝑛 − 1 и |𝐻1| = 2𝑛+1

𝑑 . Возьмем в
𝑅 инволюцию 𝑣 такую, что 𝑁𝑅(𝐻) = 𝐻 h ⟨𝑣⟩ , причем 𝑣 инвертирует
𝐻0 и централизует 𝐻1 ( [5, Предложение 1 (пункт 7)]). Ввиду того, что
𝑁𝑅(𝐾) — максимальная подгруппа в 𝑅, 𝑣 ̸∈ 𝑀 (в противном случае
𝑅 = ⟨𝑁𝑅(𝐾), 𝑣⟩ < 𝑀 , что невозможно). Без ограничения общности
можно считать, что инволюция 𝑡 =

(︁
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)︁
лежит в 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑀𝑛). Следо-

вательно, 𝑡 ∈ 𝑁𝑀𝑛(𝐻), причем 𝑡 инвертирует 𝐻0 и централизует 𝐻1. По
условию насыщенности ⟨𝐻, 𝑣, 𝑡⟩ < 𝑊 ∈ B(1). Ясно, что 𝑊 ̸< 𝑀 . Пусть
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𝐾𝑡 — силовская 2-подгруппа из 𝑊 такая, что 𝑡 ∈ 𝑍(𝐾𝑡). В этом случае
𝑁𝑊 (𝐾𝑡) < 𝑀 . Если теперь 𝑁𝑊 (𝐾𝑡) — максимальная подгруппа в𝑊 , то
𝑊 ≃ 𝑈3(2

𝑚),𝑚 > 1 и 𝑊 = ⟨𝑁𝑊 (𝐾𝑡), 𝐻h ⟨𝑡⟩⟩ < 𝑀 . Противоречие с тем,
что 𝑊 ̸< 𝑀 . Следовательно, 𝑁𝑊 (𝐾𝑡) — не максимальная подгруппа в
𝑊 и 𝑊 ≃ 𝐿3(2

𝑚)). Противоречие.
Вариант III. A(1) ̸= ∅,B(1) ̸= ∅.
Следовательно, в M(1) найдутся подгруппы 𝐴 и 𝐵, где 𝐴 ∈ A(1),

𝐵 ∈ B(1) такие, что |𝐴∩𝐵| делится на 25 [3, Предложение 2]. Это невоз-
можно, поскольку силовская 2-подгруппа из 𝐴∩𝐵, с одной стороны (как
подгруппа 𝐵), содержит элементарную абелеву секцию порядка 25, а с
другой стороны, ранг любой элементарной абелевой 2-секции из 𝐴 не
превосходит двух. Таким образом, любой из трех возможных вариантов
для структуры M(1) приводит к противоречию. Теорема доказана.

5. Заключение

Класс группШункова не замкнут относительно взятия фактор-групп.
В связи с чем актуален вопрос выделения условий, при которых переход
к фактор-группе, оставляет группу в классе групп Шункова (теорема
1). В работе получил развитие метод доказательства существования
периодической части в группе Шункова, насыщенной конечными про-
стыми неабелевыми группами, на основе анализа бесконечных после-
довательностей конечных простых неабелевых подгрупп группы Шун-
кова. Получено описание групп Шункова, насыщенных линейными и
унитарными группами степени 3 над конечными полями (теорема 2).
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On Two Properties of Shunkov Group

A.A. Shlepkin1, I. V. Sabodakh1

1 Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russian Federation

Abstract. One of the interesting classes of mixed groups ( i.e. groups that can
contain both elements of finite order and elements of infinite order) is the class of Shunkov
groups. The group 𝐺 is called Shunkov group if for any finite subgroup 𝐻 of 𝐺 in the
quotient group 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻, any two conjugate elements of prime order generate a finite
group. When studying the Shunkov group 𝐺, a situation often arises when it is necessary
to move to the quotient group of the group 𝐺 by some of its normal subgroup 𝑁 . In
which cases is the resulting quotient group 𝐺/𝑁 again a Shunkov group? The paper
gives a positive answer to this question, provided that the normal subgroup 𝑁 is locally
finite and the orders of elements of the subgroup 𝑁 are mutually simple with the orders
of elements of the quotient group 𝐺/𝑁 .

Let X be a set of groups. A group 𝐺 is saturated with groups from the set X if any
finite subgroup of 𝐺 is contained in a subgroup of 𝐺 that is isomorphic to some group of
X . If all elements of finite orders from the group 𝐺 are contained in a periodic subgroup
of the group 𝐺, then it is called the periodic part of the group 𝐺 and is denoted by 𝑇 (𝐺).
It is proved that the Shunkov group saturated with finite linear and unitary groups of
degree 3 over finite fields has a periodic part that is isomorphic to either a linear or
unitary group of degree 3 on a suitable locally finite field.

Keywords: Shunkov group, groups saturated with a given set of groups, periodic
part of group.
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