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Аннотация. Исследуется однозначная разрешимость класса линейных обратных
задач с независящим от времени неизвестным коэффициентом в эволюционном урав-
нении в банаховом пространстве, разрешенном относительно дробной производной
Герасимова – Капуто. Предполагается, что оператор из правой части уравнения
порождает экспоненциально ограниченное аналитическое в секторе, содержащем
положительную полуось, семейство разрешающих операторов соответствующего од-
нородного уравнения. Показано, что для корректности обратной задачи в качестве
пространства исходных данных необходимо выбирать область определения порож-
дающего оператора, снабженную нормой его графика. Найдены достаточные усло-
вия однозначной разрешимости обратной задачи. Полученные абстрактные резуль-
таты используются для нахождения условий разрешимости обратной задачи для
одного класса уравнений в частных производных дробного порядка по времени.
Рассмотренный пример, в частности, показывает, что при выборе в качестве про-
странства исходных данных не области определения порождающего оператора, а
всего пространства обратная задача является некорректной.
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1. Введение

В прикладных исследованиях часто возникают обратные задачи для
дифференциальных уравнений с неизвестными коэффициентами [4; 6;

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России, госзадание
1.6462.2017/БЧ, и Российского фонда фундаментальных исследований, грант 19-41-
450001.
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7; 9; 11–14; 16–18; 20; 26; 27; 31], поэтому актуальным является развитие
соответствующей теории. В последние десятилетия при математиче-
ском моделировании различных реальных процессов все чаще исполь-
зуются дифференциальные уравнения с дробными производными [3;
15;25;28;30;32]. Исследованию обратных задач для различных диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка посвящены работы многих
авторов [2; 22; 28; 29].

В работах [23;24] исследованы вопросы разрешимости линейных об-
ратных задач для вырожденных эволюционных уравнений дробного
порядка в банаховых пространствах

Dα
t Lx(t) =Mx(t) +B(t)u+ y(t), t ∈ [0, T ]. (1.1)

ЗдесьDα
t — дробная производная Герасимова — Капуто, U , X , Y — бана-

ховы пространства, L,M : X → Y — линейные замкнутые плотно опре-
деленные в X операторы, kerL 6= {0}, оператор M (L, σ)-ограничен,
B : [0, T ] → L(U ;Y), y : [0, T ] → Y, T > 0. Для уравнения (1.1) задаются
условия Коши

x(k)(0) = xk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

а условие переопределения при постоянном по t неизвестном элементе
u имеет вид

T
∫

0

x(t)dµ(t) = xT .

При этом, в частности, необходимо исследовать аналогичную обратную
задачу на подпространстве невырождения исходного пространства для
эволюционного уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) +B(t)u+ y(t), t ∈ [0, T ], (1.2)

разрешенного относительно дробной производной, которая представля-
ет и самостоятельный научный интерес. При условии сильной (L, σ)-
ограниченности оператора M , используемом в [23; 24], уравнение (1.2)
имеет ограниченный оператор A. Чтобы перейти к более общему слу-
чаю, когда (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), надо исследовать уравнение (1.2) с
неограниченным оператором A класса Aα(θ0, a0). Именно этому посвя-
щена данная работа. Как уже замечено ранее для уравнения первого
порядка [8], в этом случае для корректности обратной задачи в ка-
честве пространства исходных данных необходимо выбирать область
определения DA неограниченного оператора A, снабженную нормой его
графика. Полученные абстрактные результаты проиллюстрированы на
примере уравнения в частных производных. Пример, в частности, по-
казывает, что при выборе в качестве пространства исходных данных не
DA, а всего пространства Z обратная задача является некорректной.

Известия Иркутского государственного университета.
2019. Т. 27. Серия «Математика». С. 123–137



ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ 125

2. Обратная задача для уравнения в банаховом пространстве

Обозначим gδ(t) := tδ−1/Γ(δ) при δ > 0, t > 0, J0
t — тождественный

оператор, Jδ
t h(t) := (gδ∗h)(t) :=

t
∫

0

gδ(t−s)h(s)ds. Пусть m−1 < α ≤ m ∈
N, Dm

t — обычная производная порядка m, Dα
t — дробная производная

Герасимова — Капуто, т. е.

Dα
t h(t) = Dm

t J
m−α
t

(

h(t)−
m−1
∑

k=0

h(k)(0)gk+1(t)

)

.

Рассмотрим разрешенное относительно дробной производной урав-
нение

Dα
t z(t) = Az(t) +B(t)u+ f(t), t ∈ [0, T ]. (2.1)

Здесь Dα
t — дробная производная Герасимова — Капуто, A — линейный

замкнутый оператор в банаховом пространстве Z с плотной областью
определения DA (сокращенно A ∈ Cl(Z)), DA — банахово пространство
с нормой графика оператора A, T > 0, элемент u принадлежит банахову
пространству U , B ∈ C([0, T ];L(U ;Z)), где L(U ;Z) — банахово про-
странство линейных непрерывных операторов из U в Z, f ∈ C([0, T ];Z).
Для уравнения (2.1) зададим условия Коши

z(k)(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2.2)

и условие переопределения

T
∫

0

z(t)dµ(t) = zT . (2.3)

Скалярная функция µ(t) имеет ограниченную вариацию на [0, T ].
Рассмотрим сначала прямую задачу (2.1), (2.2), элемент u ∈ U при

этом будем считать известным. Под решением задачи (2.1), (2.2) бу-
дем понимать вектор-функцию z ∈ Cm−1([0, T ];Z) ∩ C([0, T ];DA), для

которой gm−α ∗
(

z −
m−1
∑

k=0

z(k)(0)gk+1

)

∈ Cm([0, T ];Z) и выполняются

равенства (2.1) и (2.2).
Обозначим через L(Z) банахово пространство линейных непрерыв-

ных операторов, действующих из Z в Z. Введем также обозначения
R+ = R+ ∪ {0}, N0 = N ∪ {0}. Множество операторов {Z(t) ∈ L(Z) : t ∈
R+} называется разрешающим семейством операторов для однородного
уравнения (2.1), если выполняются следующие условия:

(i) отображение Z(·) сильно непрерывно на R+, Z(0) = I;
(ii) для всех t ∈ R+ Z(t)[DA] ⊂ DA, Z(t)Az0 = AZ(t)z0 при любом

z0 ∈ DA;
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(iii) для каждого z0 ∈ DA функция Z(t)z0 является решением зада-
чи Коши z(0) = z0, z

(k)(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m − 1, для однородного
уравнения (2.1).

В обозначениях работы [19] оператор A ∈ Cl(Z) принадлежит клас-
су операторов Aα(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, если существует
разрешающее семейство операторов {Z(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} для од-
нородного уравнения (2.1), допускающее аналитическое продолжение
в сектор Σθ0 := {t ∈ C : | arg t| < θ0 − π/2, t 6= 0} и для любых θ ∈
(π/2, θ0), a > a0 найдётся такая константа C(θ, a), что для всех t ∈ Σθ

‖Z(t)‖L(Z) ≤ C(θ, a)eaRet. Согласно теореме 2.14 [19] при α ∈ (0, 2)
A ∈ Aα(θ0, a0) тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия:

(i) при всех λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ−a0)| < θ0, µ 6= a0} λα ∈ ρ(A);
(ii) для любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдётся такая константа K =

K(θ, a) > 0, что при всех µ ∈ Sθ,a

‖Rµα(A)‖L(Z) ≤
K(θ, a)

|µα−1(µ− a)| ,

где Rµα(A) = (µαI−A)−1 — резольвента оператора A в точке µα, ρ(A) —
резольвентное множество оператора A.

Через Aα(θ0, a0) при α > 0 обозначим множество операторов, для
которых выполняются условия (i) и (ii) из предыдущего абзаца. Таким
образом, Aα(θ0, a0) = Aα(θ0, a0) при α ∈ (0, 2). Известно, что если
оператор принадлежит классу Aα(θ0, a0) при α > 2, то он ограничен.

Лемма 1. [15] Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), Γ = ∂Sa1,θ1 для некото-
рых a1 > a0, θ1 ∈ (π/2, θ0). Тогда семейства операторов







Zα,β(t) =
1

2πi

∫

Γ

µα−β(µαI −A)−1eµtdµ ∈ L(Z) : t ∈ R+







, β ∈ R,

аналитически продолжимы в сектор Σθ0 := {t ∈ C : | arg t| < θ0 − π/2,
t 6= 0}. При этом для любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такая
константа Cβ = Cβ(θ, a), что при всех t ∈ Σθ

‖Zα,β(t)‖L(Z) ≤ Cβ(θ, a)e
aReτ (|τ |−1 + a)1−β, β ≤ 1, (2.4)

‖Zα,β(t)‖L(Z) ≤ Cβ(θ, a)e
aReτ |τ |β−1, β > 1. (2.5)

Обозначим f ∈ Cγ([0, T ];Z) при γ ∈ (0, 1], если существует такое
C > 0, что неравенство ‖f(t) − f(s)‖Z ≤ C|t − s|γ выполняется при
всех t, s ∈ [0, T ]. Точная нижняя грань множества таких констант C
обозначается как ‖f‖Cγ([0,T ];Z).
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Теорема 1. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), u ∈ U и выполняется хотя
бы одно из условий:

(i) B ∈ C([0, T ];L(U ;DA)), f ∈ C([0, T ];DA);
(ii) B ∈ Cγ([0, T ];L(U ;Z)), f ∈ Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1].
Тогда при любых zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1, существует един-

ственное решение задачи (2.1), (2.2). При этом оно имеет вид

z(t) =

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zk +

t
∫

0

Zα,α(t− s)(B(s)u+ f(s))ds. (2.6)

Утверждение данной теоремы с условием (i) доказано в [15], с усло-
вием (ii) — в [21].

Теперь будем рассматривать обратную задачу (2.1)–(2.3), считая эле-
мент u в уравнении (2.1) неизвестным. Назовем элемент u ∈ U решением
задачи (2.1)–(2.3), если соответствующее решение задачи Коши (2.1),
(2.2) удовлетворяет условию переопределения (2.3).

В силу формулы (2.6) элемент u является решением задачи (2.1)–
(2.3) тогда и только тогда, когда он удовлетворяет уравнению

χ(A)u = ψ(A), (2.7)

где χ(A) и ψ(A) определены формулами:

χ(A) :=

T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

Zα,α(t− s)B(s)ds,

ψ(A) := zT −
T
∫

0

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zkdµ(t)−
T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds.

Поскольку по определению решения z задачи (2.1), (2.2) выполняется

z ∈ C([0, T ];DA), то
T
∫

0

z(t)dµ(t) ∈ DA, а значит и вектор zT из условия

переопределения (2.3) должен лежать в DA, чтобы обратная задача
была разрешима. Поскольку

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zk +

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds

также является решением задачи (2.1), (2.2) при u = 0, то

T
∫

0

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zkdµ(t) +

T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds ∈ DA.



128 В. Е. ФЕДОРОВ, А. В. НАГУМАНОВА

Следовательно, в уравнении (2.7) с необходимостью должно выполнять-
ся включение ψ(A) ∈ DA.

Теорема 2. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
zT ∈ DA, B ∈ Cγ([0, T ];L(U ;Z)), f ∈ Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1], и функция
µ : [0, T ] → R имеет ограниченную вариацию. Тогда для однозначной
разрешимости задачи (2.1)–(2.3) необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовал непрерывный обратный оператор χ(A)−1 ∈ L(DA;U). При
этом решение имеет вид u = χ(A)−1ψ(A) и удовлетворяет неравен-
ству

‖u‖U ≤ C

(

m−1
∑

k=0

‖zk‖DA
+ ‖zT ‖DA

+ ‖f‖C([0,T ];Z)

)

. (2.8)

Доказательство. По теореме 1 (ii) решение задачи Коши (2.1), (2.2)
существует при любых zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1, u ∈ U . При этом
оно имеет вид (2.6). Подставим решение (2.6) в условие (2.3):

T
∫

0

dµ(t)





m−1
∑

k=0

tkZα,k+1(t)zk +

t
∫

0

Zα,α(t− s)(B(s)u+ f(s))ds



 = zT

Отсюда получим равносильное задаче (2.1)–(2.3) уравнение (2.7) с пра-
вой частью из DA, как было показано выше. Его разрешимость при лю-
бом ψ(A) ∈ DA в точности означает существование обратного оператора
χ(A)−1 ∈ L(DA;U).

При выполнении условий данной теоремы в [21] было получено ра-
венство

A

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds =

t
∫

0

Zα,0(t− s)(f(s)− f(t))ds + (Zα,1(t)− I)f(t),

откуда с учетом неравенств (2.4), (2.5) следует, что
∥

∥

∥

∥

∥

∥

T
∫

0

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zkdµ(t) +

T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

DA

≤

≤ C1

m−1
∑

k=0

‖zk‖DA
+ C2‖f‖Cγ([0,T ];Z).

Поэтому в силу теоремы Банаха об обратном операторе для u справед-
лива оценка устойчивости (2.8).

Аналогично, но с использованием теоремы 1 (i) доказывается следу-
ющий результат.
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Теорема 3. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
zT ∈ DA, B ∈ C([0, T ];L(U ;DA)), f ∈ C([0, T ];DA) и функция µ :
[0, T ] → R имеет ограниченную вариацию. Тогда для однозначной раз-
решимости задачи (2.1)–(2.3) необходимо и достаточно, чтобы су-
ществовал непрерывный обратный оператор χ(A)−1 ∈ L(DA;U). При
этом решение имеет вид u = χ(A)−1ψ(A) и удовлетворяет неравен-
ству

‖u‖U ≤ C

(

m−1
∑

k=0

‖zk‖DA
+ ‖zT ‖DA

+ ‖f‖C([0,T ];DA)

)

. (2.9)

Отличие от предыдущего случая в условиях данной теоремы на фун-
кцию f очевидным образом влечет отличие в правой части оценки ус-
тойчивости (2.9) от ее аналога (2.8).

Замечание 1. Можно заметить, что получены результаты об одно-
значной разрешимости обратной задачи, которые можно назвать тео-
ремами о ее корректности, если корректность задачи (2.1)–(2.3) опре-
делить как ее однозначную разрешимость при любых zk ∈ DA, k =
0, 1, . . . ,m − 1, zT ∈ DA и выполнение оценки устойчивости (2.8) или
(2.9) соответственно.

Замечание 2. Если в качестве оператора B(t) выступает оператор
умножения на скалярную функцию b(t), как в работах [8;24;26], то U —
подпространство пространства Z.

Замечание 3. В идеале вопрос о непрерывной обратимости операто-
ра χ(A) хотелось бы связать с условием на спектр σ(A) оператора A:
χ(z) 6= 0 при всех z ∈ σ(A). В случае ограниченного оператора A для
этого сразу можно применить теорему о спектральном отображении,
однако для неограниченного оператора A этот вопрос гораздо более
тонкий даже в случае α = 1 (см. [8]). Мы оставим его на будущее.

3. Обратные задачи для уравнений в частных производных

Пусть Pn(λ) =
n
∑

i=0
ciλ

i, Qp(λ) =
p
∑

j=0
djλ

j, ci, dj ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, j =

0, 1, . . . , p, cn 6= 0, dp 6= 0, n < p. Пусть Ω ⊂ Rd является ограниченной
областью с гладкой границей ∂Ω, операторный пучок Λ, B1, B2, . . . , Br

регулярно эллиптичен [10], где

(Λu)(s) =
∑

|q|≤2r

aq(s)D
q
su(s), aq ∈ C∞(Ω),
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(Blu)(s) =
∑

|q|≤rl

blq(s)D
q
su(s), blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

Dq
s = Dq1

s1 . . . D
qd
sd , D

qi
si = ∂qi/∂sqii , i = 1, 2, . . . , d, q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd

0.
Определим оператор Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения DΛ1

=
H2r

{Bl}(Ω) [10] равенством Λ1u = Λu. Пусть оператор Λ1 самосопря-

жен и имеет ограниченный справа спектр. Тогда спектр σ(Λ1) опе-
ратора Λ1 действительный, дискретный и сгущается только на −∞.
Пусть 0 /∈ σ(Λ1), {ϕk : k ∈ N} — ортонормированная в L2(Ω) система
собственных функций оператора Λ1, занумерованных по невозраста-
нию соответствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом
их кратности.

Пусть α ∈ (0, 2), рассмотрим обратную задачу

v(s, 0) = v0(s), s ∈ Ω, приα ∈ (1, 2)
∂v

∂t
(s, 0) = v1(s), s ∈ Ω, (3.1)

BlΛ
kv(s, t) = 0, k = 0, 1, . . . , p− 1, l = 1, 2, . . . , r, (s, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

(3.2)
Dα

t Pn(Λ)v(s, t) = Qp(Λ)v(s, t) + b(t)u(s), (s, t) ∈ Ω× [0, T ], (3.3)

T
∫

0

v(s, t)dµ(t) = vT (s), s ∈ Ω, (3.4)

где vk : Ω → R, k = 0, 1, . . . ,m− 1, vT : Ω → R, b : [0, T ] → R и функция
ограниченной вариации µ : [0, T ] → R заданы, функции v : Ω× [0, T ] →
R, u : Ω → R неизвестны.

Положим Z = {w ∈ H2rn(Ω) : BlΛ
kw(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1, l =

1, 2, . . . , r, x ∈ ∂Ω}. При условии непрерывной обратимости оператора
Pn(Λ1) : Z → L2(Ω) определим на банаховом пространстве Z оператор
Az = [Pn(Λ1)]

−1Qp(Λ)z с областью определения DA = {v ∈ H2rp(Ω) :
BlΛ

kv(x) = 0, k = 0, . . . , p − 1, l = 1, . . . , r, x ∈ ∂Ω}.
Нетрудно показать, что оператор Pn(Λ1) : Z → L2(Ω) непрерывно

обратим тогда и только тогда, когда среди нулей многочлена Pn(λ) нет
точек спектра σ(Λ1) оператора Λ1.

Теорема 4. [15]. Пусть p > n, (−1)p−n(dp/cn) < 0, спектр σ(Λ1)
ограничен справа, не содержит нулей многочлена Pn(λ), 0 /∈ σ(Λ1).
Тогда при α ∈ [1, 2) существуют такие θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, что
A ∈ Aα(θ0, a0). Если, кроме того, max

k∈N
{Qp(λk)/Pn(λk)} < 1, то A ∈

Aα(θ0, a0) при α ∈ (0, 1). При этом для α ∈ (0, 2) σ(A) = {µ ∈ C : µ =
Qp(λk)/Pn(λk)}.

Теорема 5. Пусть α ∈ (0, 2), p > n, (−1)p−n(dp/cn) < 0, спектр σ(Λ1)
ограничен справа, не содержит нулей многочлена Pn(λ), 0 /∈ σ(Λ1),
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vk ∈ DA при k = 0, 1, . . . ,m − 1, vT ∈ DA, b ∈ Cγ([0, T ];R), γ ∈ (0, 1].
Тогда обратная задача (3.1)–(3.4) имеет единственное решение в том
и только в том случае, когда существует такое c > 0, что при всех
k ∈ N

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

(t− s)α−1Eα,α

(

(t− s)αQp(λk)

Pn(λk)

)

b(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ c|λk|n−p. (3.5)

Доказательство. Для доказательства будем использовать теоремы 2
и 4, при этом B(t) = b(t)[Pn(Λ1)]

−1. Для использования теоремы 2
выберем пространство U = L2(Ω). Тогда при µk = Qp(λk)/Pn(λk)

Zα,α(t) =
1

2πi

∫

Γ

∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕke
µt

µα − µk
dµ =

∞
∑

k=1

1

2πi

∫

tΓ

tα−1〈·, ϕk〉ϕke
λ

λα − tαµk
dλ =

=

∞
∑

k=1

∞
∑

n=0

tα(n+1)−1µnk〈·, ϕk〉ϕk
1

2πi

∫

tΓ

eλλ−α(n+1)dλ =

=

∞
∑

k=1

∞
∑

n=0

tα(n+1)−1µnk〈·, ϕk〉ϕk

Γ(α(n+ 1))
=

∞
∑

k=1

tα−1Eα,α(t
αµk)〈·, ϕk〉ϕk

в силу формулы Ганкеля [1]. Здесь 〈·, ·〉 — скалярное произведение в
L2(Ω). Далее

χ(A) =
∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

T
∫

0

dµ(t)

t
∫

0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αµk)b(s)ds[Pn(Λ1)]
−1.

Непрерывная обратимость этого оператора, действующего из L2(Ω) в
DA равносильна условию (3.5).

Возьмем в качестве µ функцию скачка в точке t = T , тогда условие
переопределения примет вид

v(s, T ) = vT (s), s ∈ Ω. (3.6)

Следствие 1. Пусть α ∈ (0, 1), p > n, (−1)p−n(dp/cn) < 0, спектр
σ(Λ1) ограничен справа, не содержит нулей многочлена Pn(λ), 0 /∈
σ(Λ1), vk ∈ DA при k = 0, 1, . . . ,m − 1, vT ∈ DA, b ∈ Cγ([0, T ];R),
γ ∈ (0, 1], |b(t)| ≥ b0 > 0 при t ∈ [0, T ]. Тогда обратная задача (3.1)–(3.3),
(3.6) имеет единственное решение.
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Доказательство. В данном случае

χ(A) =

∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

T
∫

0

(T − s)α−1Eα,α((T − s)αµk)b(s)ds[Pn(Λ1)]
−1,

при этом
∣

∣

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

(T − s)α−1Eα,α((T − s)αµk)b(s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

T
∫

0

(T − s)α−1Eα,α((T − s)αµk)|b(s)|ds ≥

≥ b0

T
∫

0

(T − s)α−1Eα,α((T − s)αµk)ds = b0T
αEα,α+1(T

αµk) 6= 0,

так как функции Eα,α(·) и Eα,α+1(·) (в обозначениях работы [5] — функ-
ции E1/α(·;α) и E1/α(·;α + 1)) не имеют вещественных нулей при α ∈
(0, 1) по теореме 4.1.1 [5]. При этом

Eα,α+1(T
αµk) ∼

1

Tαµk
∼ cn
Tαdp

|λk|n−p, k → ∞,

в силу асимптотических свойств функции Eα,α+1(·) на −∞ [1] и того
факта, что µk → −∞ при k → ∞. По теореме 5 получим требуемое.

Замечание 4. Из доказательства следствия 1 видно, что если рас-
сматривать оператор χ(A), действующим в U не из DA, а из Z, то он
не будет непрерывно обратимым.

В условиях данного параграфа при n = 0, P0(λ) = 1, p = 1, Q1(λ) = λ
получаем обратную задачу для уравнения

Dα
t v(s, t) = Λv(s, t) + b(t)u(s), (s, t) ∈ Ω× [0, T ]. (3.7)

Если r = 1, Λ = ∆ =
s
∑

i=1

∂2

∂x2
i

— оператор Лапласа и, например, B1 = I,

то условия теоремы 4 при α ∈ (0, 1) выполняются, так как max
k∈N

λk < 0.

Уравнение (3.7) при этом является уравнением субдиффузии при α ∈
(0, 1) или супердиффузии при α ∈ (1, 2).
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Inverse Problem for Evolutionary Equation with the Gera-
simov - Caputo Fractional Derivative in the Sectorial Case

V. E. Fedorov, A. V. Nagumanova

Chelyabinsk State University, Chelyabinsk, Russian Federation

Abstract. We investigates the unique solvability of a class of linear inverse problems
with a time-independent unknown coefficient in an evolution equation in Banach space,
which is resolved with respect to the fractional Gerasimov – Caputo derivative. We
assume that the operator in the right-hand side of the equation generates a family of
resolving operators of the corresponding homogeneous equation, which is exponentially
bounded and analytic in a sector containing the positive semiaxis. It is shown that for the
well-posedness of the inverse problem it is necessary to choose as the space of initial data
the definition domain of the generating operator endowed with its graph norm. Sufficient
conditions for the unique solvability of the inverse problem are found. The obtained
abstract results are applied to the unique solvability study of an inverse problem for a
class of time-fractional order partial differential equations. The considered example, in
particular, shows that when choosing as the source data space not the domain of definition
of the generating operator, but the whole space, the inverse problem is ill-posed.

Keywords: inverse problem, fractional Gerasimov –Caputo derivative, evolution
equation, resolving family of operators.
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