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Аннотация. Традиционно в математической теории оптимального управления
основное внимание уделяется методам исследования готовых математических по-
становок задач той или иной сложности. Поскольку все внимание сосредоточено на
решении задачи, то вопрос об адекватности используемой математической модели
реальному процессу обычно не рассматривается. Сами математические формули-
ровки задач по их практическому содержанию и использование полученных реше-
ний, как правило, не обсуждаются, что усугубляет взаимонепонимание теоретиков
и практиков и приводит к обесцениванию теоретических результатов. Стандарт-
ные предположения о переменных, фигурирующих в постановках задач, получен-
ные путем неизбежной идеализации свойств реальных объектов, не соответствуют
поведению и характеристикам этих объектов, для которых строится та или иная
математическая модель.

Математическая идеализация свойств реального объекта по существу — упро-
щение реальной задачи с целью ее эффективного исследования математическими
методами. С этой точки зрения, решение формальной задачи — заведомо прибли-
женное решение реальной. Сами границы между реальной и формальной задача-
ми условны, как границы между более подробной и менее подробной моделями
реального объекта. Возникает вопрос, нельзя ли упростить готовую формальную
задачу по принципу исключения возможных пассивных дифференциальных свя-
зей, используемому в теории вырожденных задач? Один из ответов на него дает
магистральный подход к поиску приближенных глобально оптимальных решений.
Однако обсуждение подобных методологических проблем, затрагивающих основы
теории оптимального управления, практически в литературе отсутствует.

Цель данной работы — привлечь внимание исследователей к указанным пробле-
мам и предложить возможное решение одной из них.

В статье показано, что задача оптимального управления для дифференциальной
системы общего вида не имеет решения в классическом смысле применительно к
моделям реальных объектов, учитывающих непрерывность протекающих в них про-
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цессов, но традиционное решение может рассматриваться как приближенное реше-
ние магистрального типа меньшего порядка, для «реальной» задачи. Затрагивается
связанная с этим проблема существования решений в вариационном исчислении
и теории оптимального управления. Приводятся методические и содержательные
примеры, иллюстрирующие полученные результаты и выводы.

Ключевые слова: математическая модель, формальная задача, реальная задача,
приближенное магистральное решение.

1. Введение

В потоке публикаций по математической теории оптимального уп-
равления и ее приложениям основное внимание уделяется методам ис-
следования готовых математических постановок задач той или иной
сложности. Однако такие постановки возникают не сами по себе, а
в связи с более общими задачами проектирования реальных систем
управления и/или режимов их функционирования. Решения для гото-
вых постановок — это лишь надводная часть айсберга, в то время как
подводная часть — математические формулировки задач по их практи-
ческому содержанию и использование полученных решений, как прави-
ло, не обсуждается, что на наш взгляд, усугубляет взаимонепонимание
теоретиков и практиков и приводит к обесцениванию теоретических
результатов. И речь здесь идет не о пресловутом внедрении, а о мето-
дологических проблемах, затрагивающих основы теории оптимального
управления.

В данной статье рассматривается одна из проблем такого рода, свя-
занная со стандартным предположением о безинерционности перемен-
ных, олицетворяющих управляющие воздействия в моделях реальных
объектов и соответствующих задач оптимального управления, пред-
ставленных дифференциальными системами. Об этом, например, четко
говорится в монографии [13]:«Кусочно-непрерывные управления соот-
ветствуют предположению о «безинерционности» рулей, так как зна-
чения функции могут (в момент разрыва) мгновенно перескакивать
из одной точки области управления в другую. Этот класс допустимых
управлений, по-видимому, наиболее интересен для технических прило-
жений». Но это предположение, необходимое для существования опти-
мального элемента в классе допустимых, противоречит действитель-
ности, поскольку всякое изменение реально происходит в результате
некоторого непрерывного во времени процесса. Даже если оптималь-
ное управление фактически оказывается непрерывным, его значения
на границах временного отрезка на практике заданы и не совпадают
с предлагаемым. Более того, сам термин «переменная управления» в
формальной модели, полученной в результате неизбежной идеализации
свойств реального объекта, может не соответствовать этому понятию
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применительно к реальному объекту. Например, в типичных задачах
о наилучших траекториях пилотируемых летательных аппаратов в ат-
мосфере формальными управлениями служат тяга двигателя и углы
атаки и крена, а фактическими — углы наклона-поворота штурвала
и сектора газа, связанные с указанными формальными управлениями
через сложную многозвенную систему.

Возникает естественный вопрос — можно ли и как устранить отме-
ченное противоречие? Этот же вопрос связан с вопросами существо-
вания решений вариационных задач их представления и реализации,
затрагивающих основы математической теории оптимального управ-
ления. Данная статья представляет собой попытку ответить на эти
вопросы или, по крайней мере, обозначить их более четко. Она мотиви-
рована в значительной мере опытом автора в исследовании прикладных
задач из различных областей [2; 10; 11]; некоторые из них используются
для иллюстрации изложения как непосредственно, так и в упрощенной
форме методических примеров.

2. Математическая задача оптимального управления и ее
связь с реальной задачей

Рассматривается дифференциальная управляемая система

ẋ = f (t, x, u) , t ∈ T = [tI , tF ], x ∈ R
n, u ∈ U(t, x) ⊂ R

p. (2.1)

В работах прикладного направления, как правило, рассматриваются
множества решений указанных систем (2.1), где функции mx = x(t), t ∈
[tI , tF ] (траектории) — кусочно-гладкие, а mu = u(t), t ∈ [tI , tF ] (про-
граммы управлений) — кусочно-непрерывные. Для этой системы ста-
вится задача оптимального управления в форме (называемой стандарт-
ной).

x ∈ X(t) ⊂ R
n, x(tI) = xI , x(tF ) ∈ Γ ⊂ R

n, I = F (x(tF )) → inf

на множестве D допустимых пар функций m = (mx, mu), удовлетво-
ряющих перечисленным условиям.

Систему (2.1) можно представить в виде дифференциального вклю-
чения

ẋ ∈ V (t, x) = f (t, x,U (t, x)) , (2.2)

правую часть которого будем называть множеством скоростей.
Предположение о разрывности оптимального управления и его неиз-

бежные разрывы на границах временного отрезка, как уже говорилось,
противоречат реальности. Чтобы устранить указанное противоречие,
предположим, что функции u(t), играющие роль формальных безы-
нерционных управлений в (2.1), непрерывны всюду на [tI , tF ] и описы-
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ваются посредством некоторой дополнительной операторной связи, от-
ражающей количественно их реальную инерцию. Будем предполагать,
что эта дифференциальная связь аналогична (2.1):

u̇ = g (t, x, u,w) , w ∈ W(t, x, u) ⊂ R
q, (2.3)

или, иначе,
u̇ ∈ Vg (t, x, u) = g (t, x, u,W(t, x, u)) . (2.4)

При этом u становится формально переменной состояния (фазовой пе-
ременной), и появляется новая формальная переменная управления w.
Полученную таким образом систему (2.1), (2.3) будем рассматривать
как некоторую приемлемую модель реального объекта. Эту модель и
задачу оптимального управления для нее назовем условно реальными, в
отличие от модели (2.1) и соответствующей ей задачи, которые назовем
формальными.

В зависимости от располагаемой информации о реальном объекте
и целей математического исследования возможны различные виды до-
полнительной связи и реальной модели в целом. Рассмотрим два харак-
терных взаимосвязанных случая.

1. Множество Vg в (2.4), например, совпадет с пространством R
p. Ес-

ли изначально нет никакой информации о будущей системе управ-
ления, то (2.4) сводится к простейшей дифференциальной связи
u̇ = w, W = R

p, что приводит к сужению класса допустимых
управлений от кусочно-непрерывных до непрерывных всюду без
каких-либо дополнительных ограничений. В этом случае решения
реальной задачи в обычном понимании не существует, но может
быть построена минимизирующая последовательность путем есте-
ственной аппроксимации кусочно-непрерывной u(t) последователь-
ностью непрерывных us(t) с растущей нормой производной в ок-
рестностях точек разрыва.

2. Предположим, что имеется информация о границах скорости из-
менения реального управления. Дополнительная связь (2.3) отли-
чается от предыдущей для случая 1 лишь множеством Vg: те-
перь это замкнутая ограниченная область. В этом случае решение
реальной задачи может быть получено точно или приближенно
также сравнительно простой естественной аппроксимацией опти-
мального управления формальной задачи (кусочно-непрерывного)
в окрестностях точек разрыва конкретной непрерывной u(t) с про-
изводной на границе W. Она может рассматриваться как член
минимизирующй последовательности случая 1.

В случае 1 реальная задача является заведомо вырожденной по опре-
делению [3], поскольку связь u̇ = w, W = R

p оказывается пассивной, и
целиком сводится к формальной задаче, где эта связь исключена.
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В случае 2 реальная задача может иметь оптимальное управление в
своем классе допустимых Dq, но при этом не разрешает рассматрива-
емого противоречия, поскольку неизбежна разрывность нового управ-
ления w(t).

В общем случае размерность пространства новых управляющих пе-
ременных w может быть меньше размерности пространства u. В этом
случае реальная задача может быть существенно более сложной, чем
формальная задача. Решение формальной задачи также может быть
эффективно использовано для поиска решения реальной задачи с при-
менением процедуры аппроксимации, хотя и более сложной, чем в пер-
вых двух случаях. В теории вырожденных задач [3] реальная и фор-
мальная задачи соотносятся между собой как исходная и производная
задачи соответственно. Производная задача получается исключением
связи, которая при неограниченной скорости оказалась бы пассивной.
Решение производной задачи названо в [4] магистральным. В соот-
ветствии с этим определением, решение формальной задачи следует
рассматривать как точное или приближенное магистральное решение
реальной задачи, а каждый непрерывный участок формального опти-
мального управления — как магистраль в этой задаче. Оно состоит
из чередования магистралей и участков переходов между магистра-
лями и между граничными точками и ближайшими магистралями. С
точки зрения общей теории оптимального управления и вариационно-
го исчисления это означает отсутствие регулярного поля экстремалей
(оптимальных траекторий), что не дает возможности применить клас-
сические достаточные условия оптимальности и требует специальных
методов.

2.1. Теорема о магистрали

Пусть ms = (xs(t), us(t)) — решение формальной задачи (2.1) (опти-
мальный элемент или любой член минимизирующей последовательно-
сти из D), такое что u̇s(t), по крайней мере, кусочно-гладкая, удовле-
творяет системе (2.3) и на непрерывных участках определяет идеальное
магистральное решение реальной задачи в форме минимизирующей
последовательности {mq = (xq(t), uq(t), wq(t))} ⊂ Dr. Оно инвариант-
но для любой системы вида (2.3), дополняющей формальную, и да-
ет оценку по функционалу любому члену минимизирующей последо-
вательности {mq}: inf

D
I ≤ I(mq), а если не ограничено (совпадет с

пространством), то inf
D
I = I(mq). Магистралями служат непрерывные

участки оптимального управления в формальной задаче либо любого
члена минимизирующей последовательности.

Замечание 1. Утверждение остается в силе, если вместо дополни-
тельной дифференциальной связи вида (2.3) используется любая дру-
гая, допускающая неограниченную скорость u̇ в любой точке (t, x, u).
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Приведем для иллюстрации простые примеры.

3. Линейно-квадратические задачи

Простейшая задача АКОР [12]

I =

b∫

0

(
(
x2
)2

+ (u)2)dt → inf, ẋ = u, x (0) = c, (3.1)

где x и u имеют смысл отклонений состояния объекта и управления
(скажем, скорости и ускорения автомобиля) от заданных постоянных
значений.

Применив достаточные условия оптимальности Кротова [10], нетруд-
но получить семейства оптимальных решений для различных началь-
ных условий (значений c).

Для задачи (3.1) ϕ (t, x) может быть задана как линейная ϕ (t, x) =
ψT (t) x. Тогда

R = −
(
(x2)2 + (u)2

)
+ ψ (t)u+ ψ̇ (t) x, G = ψ (b) x+ const. (3.2)

Функция вогнута, макcимум достигается в стационарной точке: Rx =

0, Ru = 0. Функция линейна. Отсюда ψ̇ = 2x, ũ = ψ2

2 , ψ (b) = 0.
Решая эту систему совместно с (3.1), получаем:

x̃ (t) =
c

1 + e−2b

(
e−t + e−2bet

)
, t ∈ (0, b],

ũ (t) =
c

1 + e−2b

(
−e−t + e−2bet

)
, u(0) = 0.

(3.3)

Обратим внимание, что оптимальное управление оказывается непре-
рывным (и сколько угодно раз дифференцируемым), однако если пред-
положить заданным начальное u(0) 6= ũ (0) (что важно для практики,
где никакие входящие в модель переменные не могут меняться мгно-
венно), то при t = 0 образуется разрыв u(t). Скачок управления в
единственной точке от u(0) на ũ(0), как видно, на минимальное значение
функционала не влияет в этой модели.

Рассмотрим теперь более точную модель, учитывающую реальную
непрерывность u(t) посредством дополнительной дифференциальной
связи

u̇ = kw, |w| ≤ d, k = const, d = const, (3.4)

где w — новое формальное управление (отклонение секундного рас-
хода бензина от заданного постоянного значения), а u — формальная
переменная состояния. Соответствующее множество U программ u(t)
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сужается до некоторого множества U1 ⊂ U . Очевидно i = inf
U
I ≤ i1 =

inf
U1

I.

Если попытаться идеализировать эту модель, сняв ограничение на
w, то классический принцип максимума окажется к ней непримени-
мым, поскольку оптимального режима в такой постановке не суще-
ствует. Решением служит минимизирующая последовательность, ко-
торая получается следующим путем. Новая дифференциальная связь
исключается, берется уже найденное прежнее разрывное решение (3.3)
и аппроксимируется в окрестности точки разрыва последовательностью
непрерывных кусочно-гладких функций us(t).

us (t) =
c

1 + e−2b

(
−e−t + e−2bet

)
, t ∈ (0, b], u(0) = 0. (3.5)

Отсюда

ws (t) = u̇s (t) /k =
c

k(1 + e−2b)

(
−e−t + e−2bet

)
, t ∈ (0, b], u(0) = 0.

(3.6)
Нетрудно видеть, что Is → inf

U
I. При любом конкретном ds (фактически

при любом d) соответствующий член последовательности вида (3.5) ока-
зывается оптимальным. Такое решение названо в [4] магистральным по
аналогии с обычным понятием магистрали в транспортном сообщении.
Оно состоит из участков скорейшего перехода из начальной точки на
магистраль как решение задачи (3.1) и дальнейшем движении по маги-
страли. Для задачи (3.3) функцию ϕ (t, x) зададим в той же линейной
форме. Но построим границы решений уравнения u̇ = w, |w| ≤ d при
заданном u(0) (для определенности положим u(0) = 0, k = d = 1):
uuplow = ±t. При этом выражения (3.3) сохраняются, но максимум R по
u ищется с учетом построенных границ. Отсюда получается следующий
оптимальный режим (u∗ (t) , x∗ (t)):

u∗ = t sign c, x∗ =
1

2
(t)2 sign c, t ≤ t∗, u∗ = ũ(t), x∗ = x̃ (t) , t > t∗,

(3.7)
где t∗ — решение уравнения t = ũ(t), x∗(t) — решение уравнения ẋ =
u∗(t) при x(0) = c.

Простейшая задача Фуллера [1]. Рассмотрим известную задачу Фул-
лера третьего порядка [9]:

ẋ0 = (x1)2, ẋ1 = x2, ẋ2 = u,
I = x0(1) → inf, t ∈ [0, 1],

x0(0) = 0, x1(0) = x2(0) = 1.
(3.8)

Вначале рассматривается идеальная магистраль второй ступени:

x1(0) = 1, x1(t) = 0, t ∈ (0, 1].
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x̃ ũ
Рис. 1.

Она аппроксимируется решением производной системы первой ступе-
ни. Для этого строится кусочно-гладкая функция x1(t) = −st + 1 при
t = [0, t∗s), x

1(t) = 0 при t = [t∗s, 1], где t∗s = 1/s. Отсюда из урав-
нения ẋ1 = x2, x2(t) = −s при t = [0, t∗s), x

2(t) = 0 при t = [t∗s, 1].
Как видно, x2(t) претерпевает разрывы в точках t = 0 и t = t∗s. Это
идеальное магистральное решение первой ступени. Оно в свою очередь
аппроксимируется кусочно-гладкой траекторией исходной системы.

x2sq(t) =





−qt+ 1, t ∈ [0, t1sq),
−s, t ∈ [t1sq, t

2
sq),

qt− q/s, t ∈ [t2sq, t
∗
s),

0, t ∈ [t∗s, 1];

usq =





−q, t ∈ [0, t1sq),
0, t ∈ [t1sq, t

2
sq),

q, t ∈ [t2sq, t
∗
s),

0, t ∈ [t∗s, 1],

где t1sq = (s+ 1)/q, t2sq = (q/s− s)/q. В результате получается допусти-
мая двухиндексная последовательность {msq} = {xsq(t), usq} и соответ-
ствующая последовательность Isq. Из нее выбирается одноиндексная
последовательность {ms} = {msq(s)}, где q(s) задается по правилу |Is−
inf I| ≈ |Is − Isq|, где s и q целые.

4. Магистральный подход к приближенной оптимизации
управления реальным объектом

Цель математической идеализации свойств реального объекта по су-
ществу — упрощение реальной задачи с целью ее эффективного ис-
следования математическими методами. С этой точки зрения решение
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формальной задачи — заведомо приближенное решение реальной. Од-
нако границы между реальной и формальной задачами условны (по
крайней мере, в нашем понимании как границы между более подроб-
ной и менее подробной моделями реального объекта). Возникает во-
прос, нельзя ли упростить далее готовую формальную задачу (2.1)
по тому же принципу исключения возможных пассивных дифферен-
циальных связей? Ответ на этот вопрос дает магистральный подход к
поиску приближенных глобально оптимальных решений, развиваемый
в серии работ [1; 6; 7]. Во-первых, задача (2.1) может иметь признаки
вырожденности, такие как линейная (аффинная) зависимость правой
части (2.1) от переменных управления и/или неограниченность множе-
ства скоростей в (2.2), и может быть преобразована непосредственно
к производной задаче меньшего порядка, что и означает по существу
выявление и исключение скрытой пассивной связи и, следовательно,
магистральность решения. Во-вторых, как показано в [1; 6], управля-
емая дифференциальная система общего вида может быть преобразо-
вана к эквивалентным системам с линейно входящими переменными
управления, что дает возможность при дополнительных искусственных
построениях трактовать ее приближенно как вырожденную и понизить
ее порядок. На основе таких комбинированных преобразований пред-
лагаются многоступенчатые процедуры понижения порядка системы
(2.1) и соответствующей задачи вплоть до первого, когда она реша-
ется непосредственно, и последовательной аппроксимации ее решения
допустимыми решениями исходной системы.

Таким образом, с использованием имеющейся у практика инфор-
мации и описанных преобразований для одного и того же реального
объекта может быть построен ряд моделей типа (2.1), (2.4) по прин-
ципу расширения множества допустимых элементов, т. е. исключения
уравнений описывающих процессы, принимаемые за безынерционные,
от более полных и подробных и более точных к более простым и менее
точным. Тем самым в математическую постановку задачи, использу-
ющую ту или иную модель из указанного ряда, явно закладывается
магистральность решения. Поскольку нет априорных критериев для
выбора единственной формальной модели, то целесообразно описанную
выше процедуру последовательных приближений распространить на
весь ряд моделей от более простых, но грубых моделей, к более точным,
но сложным.

Эта схема была успешно применена в [16] к исследованию оптималь-
ных маневров вертолета, которое вызывает обычно серьезные трудно-
сти из-за большой сложности сравнительно полной модели динамики
вертолета (как минимум 14 нелинейных дифференциальных уравне-
ний и разнообразные дополнительные ограничения), разработанной для
решения широкого круга задач, возникающих при проектировании и ис-
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следовании летных характеристик. Приведем вкратце для иллюстрации
основные результаты.

В качестве начальной грубой модели из всех уравнений было выбра-
но кинематическое соотношение между положением r и скоростью цен-
тра масс вертолета v в инерциальном пространстве ṙ = v, и зaдавалось
соответствующее множество D1. Добавление следующего кинематиче-
ского соотношения v̇ = a, где a — ускорение, давало модель следующего
приближения и соответствующее ей множество D2. При необходимости
предполагалось добавлять уравнения углового движения и динамики
ротора и т.д. Ограничения на управляющие переменные в указанных
выше моделях v, a получались из грубых оценок в тех дифференциаль-
ных уравнениях, где они служат переменными состояния в комбина-
ции с заданными конечными ограничениями. Наиболее полная модель
вертолета использовалась только для компьютерной имитации при вы-
бранных приближенно-оптимальных траекториях полета и проектных
параметрах.

Конкретно проводилась оптимизации маневров по критерию мини-
мума времени при перелете на заданной высоте над рельефом из одной
заданной точки A в другую заданную точку B (рис. 2) с заданными
скоростями в этих точках и возможными дополнительными ограни-
чениями на траекторию. В данном случае (заданная высота) движе-
ние представлялось в проекциях на горизонтальную плоскость, r =
(r1, r2), v = (v1, v2), a = (a1, a2). Зависимость h(r), описывающая
рельеф местности (в форме оцифрованной карты), использовалась в
комбинации с пространственными ограничениями на скорость вертоле-
та для расчета множества допустимых скоростей (расширенного) V(r) в
каждой точке r, которое может быть представлено в следующей форме:

V(r) = {v = ν(r,Ψ)

(
cosΨ

sinΨ

)
: |v| ≤ ν(r,Ψ)},

где Ψ ∈ [0, 2π] — курсовой угол, ν(r,Ψ) — некоторая предварительно
вычисленная функция.

Задача на множестве D1:

ṙ = v, v ∈ V(r), tA = 0, I = tB → min (4.1)

при заданных rA, rB решалась практически методом Беллмана благо-
даря малой размерности пространства состояний (два). Решение полу-
чалось попятным построением (от B к A) характеристик уравнения
Беллмана. В результате генерировалось поле оптимальных управле-
ний v∗(r) и выделялось конкретное оптимальное решение m1∗ ∈ D1,
траектория которого начинается из точки A. Она служит магистра-
лью для следующего более узкого множества D2, выделяемого из D1

дополнительной связью v̇ = a.
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Рис. 2.

Далее получалось m̃2 ∈ D2 как подходящая аппроксимация для
m1∗. Вместо индивидуальной аппроксимации было выработано сравни-
тельно простое правило аппроксимации для всего оптимального поля
управлений предыдущей задачи, которое использовалось для получе-
ния приближенного решения m̃2 ∈ D2 (рис. 3).

Окончательно m2∗ (или m̃2) рассматривался как опорный режим
управления для получения траектории маневра и законов изменения
по времени реальных управляющих переменных с использованием пол-
норазмерной модели. Производилась настройка традиционных ПИД-
каналов автопилота на полученные опорные функции, соответствую-
щие m2∗ или (m̃2), с последующей компьютерной имитацией получаю-
щейся замкнутой системы управления.

5. Понятия магистрали для классических и вырожденных
задач

Сразу же отметим радикальное отличие этого понятия магистра-
ли, одного из основных в теории неклассических, вырожденных, задач
[3; 4] от фигурирующего под тем же термином понятия в классической
«магистральной теории» развиваемой в большой серии работ на ос-
нове регулярных классических условий оптимальности вариационного
исчисления и ПМП [17; 19; 20; 21; 22].
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Рис. 3.

Предположения этой теории обеспечивают невырожденность задачи,
применимость классических методов и существование регулярного поля
экстремалей. Спецификой является асимптотическое поведение этого
поля (turnpike property), где асимптота и объявляется магистралью.
Для вырожденных задач (например, (3.1), (3.3)) такое поле отсутствует,
классические условия неэффективны или неприменимы. Специальные
методы основаны на преобразованиях вырожденных задач к регуляр-
ным задачам меньшего порядка, а магистралями объявляются решения
именно этих задач меньшего порядка. В комбинациях с переходными
участками они дают точные (а не асимптотические) решения. В то
же время, помимо терминологических совпадений, имеется определен-
ная содержательная связь указанных различных понятий. В качестве
наглядного примера рассмотрим один из вариантов известной задачи
оптимизации долгосрочного экономического роста на однопродуктовой
модели с постоянным темпом роста населения n [14]:

K̇ = I = f(K,L) − Lz − µK, f(K,L) = Lφ(x),

x = K/L, L = L0e
nt,

(5.1)

где K и I — капитал, L,L0 — численность населения и его значение в
начальный момент времени t = 0, f(K,L) — производственная функ-
ция, z — душевое потребление (управление), µ — темп амортизации.
Максимизируется функционал полезности

U =

∞∫

0

e−δtp(z)dt (5.2)
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при заданном K(0). Здесь δ — темп амортизации, p(z) — функция по-
лезности, φ(x) — функция производительности. Предполагается, что
p′(z) > 0, p′′(z) < 0, φ′(x) > 0, φ′′(x) < 0. Это известные обоснованные
в экономической теории предположения об убывающей полезности и
убывающей производительности.

Применим условия ПМП (для данной линейно-выпуклой задачи они
необходимы и достаточны):

ψ̇ = ψ(
∂f

∂K
− µ),

∂H

∂z
= −ψL+ e−δtp′(z) = 0, (5.3)

где H = ψ(f(K,L) − Lz − µK) + e−δtp(z). Будем иметь:

ψ =
I

L
δtp′(z), ψ̇ = −ψL̇

L
+
I

L
− e−δt(−δp′ + dp′

dt
). (5.4)

Исключив отсюда ψ, ψ̇, получим

p′(
∂f

∂K
− δ − µ− n) +

dp′

dt
= 0. (5.5)

Представим z в форме z = (1 − s)f(K,L)/L = (1 − s)φ(x) (s — норма
накопления (сбережения), 0 < s < 1). Тогда

dp

dt
= p′′(1− s)φ′(x)

dx

dt
, (5.6)

и (5.5) переписывается в виде

dx

dt
=

−p′
p′′(1− s)φ′

(φ′(x)− δ − µ− n). (5.7)

Отсюда с учетом предположений относительно p(x), φ(x) следует

dx

dt
→ 0, φ′(x) → δ + µ+ n = const. (5.8)

Это уравнение классической (асимптотической) магистрали (термин,
введенный П. Самуэльсоном в [18]), известной также под названием
«луч Неймана».

Предположим теперь, что p(z) = z(p′′(z) = 0). В этом случае зада-
ча становится вырожденной, оптимального решения при произвольном
начальном K(0) не существует, и классические условия оптимальности
не позволяют ее исследовать. Применим специальный метод (кратных
максимумов) как способ задания функции Кротова в одноименных до-
статочных условиях оптимальности, ориентированный на вырожден-
ные задачи [10]. Основные конструкции этих условий для данной зада-
чи:

R(t,K, z) = ϕK(f(K,L)) − Lz − µK) + e−δtz + ϕt,

G(K) = lim
tF→∞

(ϕ(tF ,K)− ϕ(0,K(0))).
(5.9)
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Функция R(t,K, z) исследуется на максимум по K и z, а G(K) — на
минимум при конкретном задании функции ϕ(t,K). Зададим ее так,
чтобы R(t,K, z) не зависела от z, ϕ(t,K) → 0 при t→ ∞:

−ϕKL+ e−δt = 0 =⇒ ϕ = L−1
0 e−(δ+n)tK. (5.10)

При этом получается

R(t,K) =
e−δt

L
(f(K,L)− (δ + µ+ n)K). (5.11)

Так как функция f(K,L)/L = φ(x) вогнутая, то максимум R по K до-
стигается в стационарной точке RK = 0. Отсюда fK = φ′(x) = δ+µ+n.
Это уравнение совпадает с уравнением классической магистрали, но в
отличие от регулярного случая оно является точным решением задачи
независимо от начальных условий и для любого начального значения
задает минимизирующую последовательность с одним и тем же зна-
чением нижней грани функционала. Иначе его можно трактовать как
обобщенное решение с импульсом в начальный момент, обеспечиваю-
щим выход на магистраль, и последующим движением по магистрали.
Если управление ограничено, то как нетрудно проверить, импульс за-
меняется переходным участком — решением исходного уравнения (5.1),
исходящим из начальной точки, при соответствующем граничном зна-
чении управления; в целом же решение получается точным магистраль-
ным (а не асимптотическим). Описанная процедура непосредственно
обобщается и на многопродуктовую модель экономики, и на более слож-
ные, эколого-экономические, и другие аналогичные модели (см., на-
пример, [5; 8; 15]). Если размерность пространства линейно входящих
управлений не меньше размерности пространства состояний, то полу-
чается, как и в классической теории, единственная магистраль, но не
асимптотическая, а точная.

6. Заключение

Что делать в целом? Никто не может знать заранее.
Изложенное выходит далеко за рамки традиционных чисто мате-

матических исследований в область методологии междисциплинарных
исследований, хотя при этом используются математические методы.

В данном случае — взаимодействия теоретиков и практиков по прин-
ципу «исполнителей» и «заказчиков», без «снобизма» первых в отноше-
нии вторых.

Математическая задача не решает реальную задачу синтеза системы
управления, но помогает.

Минимум в данной модели инвариантен относительно всех более
подробных моделей
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Нужна (полезна) упорядоченная серия моделей разной степени по-
дробности.

Важны итерационные методы с учетом высокопроизводительной
техники.

Решение каждой математической задачи в указанном ряду является
магистральным соответствующей ступени для всех более подробных
моделей с соответствующей оценкой инвариантной относительно любых
дополнительных операторных связей, не только дифференциальных;
любая более подробная задача вырожденная.

Магистральный подход — один из возможных принципов построения
этого ряда. Но он важен с точки зрения ценности успешного исследо-
вания принятой математической модели, его отношения к реальности.
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V. I. Gurman

On Certain Problems in Optimal Control Theory

Abstract. Traditionally, in mathematical optimal control theory a significant part
in the studies is related to investigation methods of ready mathematical problem settings
with various complexity. Since all attention is centered on problem solution then the
question of adequateness of used mathematical model to the real process usually is not
under consideration. The mathematical problem settings itself in terms of their practical
content and application of obtained solutions in general is out of the question; this aggra-
vates mutual understanding between theorists and empirics which leads to depreciation
of their results. Standard assumptions for variables in the mathematical problem setting
obtained as the result of a certain idealization of the object’s real properties do not
correspond to behavior and the features of the object for which the mathematical model
was constructed.

Mathematical idealization of the object’s real properties actually is simplification
of the real problem for its effective investigation using mathematical methods. In this
light the solution of a formal problem is an approximate solution of a real problem. The
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borders between real and formal problems are conditional as the borders between more
detailed and less detailed models of the real object. The question now arises of whether
it possible to simplify ready formal problem on the principle of elimination of passive
differential constraint used in the theory of degenerate problems? One of the answers
is the turnpike approach to the search for an approximate globally optimal solutions.
However, consideration of such methodological problems dealing with a foundation of
the optimal control theory usually not paid enough attention in literature.

The purpose of this work is to attract attention of researchers to these problems and
offer a solution to one of them.

In this work, we show that the optimal control problem for differential system in a
general form doesn’t have a solution in the classical sense in respect to the object’s real
model taking into account the continuity of proceeding processes in it but traditional
solution may be considered as an approximate solution of the turnpike type with less
order for the real problem. The existence problem for solutions in variational calculus
and optimal control theory is encompassed. We give both methodical and meaningful
examples.

Keywords: mathematical model, formal problem, real problem, approximate turn-
pike solution.
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