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Простейшая невыпуклая задача управления.

Принцип максимума и достаточные

условия оптимальности

В. А. Срочко
Иркутский государственный университет

Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления относительно ли-
нейной фазовой системы и линейно-квадратичного по паре «состояние – управ-
ление» функционала. Переход от принципа максимума к достаточным условиям
оптимальности проводится на основе понятия сильно экстремального управления.
Это значит, что в задаче на максимум функции Понтрягина необходимо заменить
фазовую или сопряженную траекторию на произвольную допустимую траекторию.
Конструктивный характер достаточным условиям обеспечивает возможность по-
лучения явных выражений для экстремальных значений вспомогательных задач,
фигурирующих в этих условиях. Результаты представляются в форме неравенств
и равенств для функций одной переменной на промежутке времени, что вполне
соответствует принципу максимума. Особая ситуация реализуется при анализе ком-
бинированного управления с внутренними и граничными участками относительно
ограничения. В точке сопряжения этих участков возникает нестандартное условие
типа равенства как следствие состыковки двух неравенств.

Положительным фактором является двойственный характер полученных резуль-
татов: это пары симметричных соотношений, которые работают независимо. Их
происхождение связано с двумя типами сильно экстремальных управлений отно-
сительно фазовых или сопряженных переменных.

Ключевые слова: задача оптимального управления; принцип максимума; дос-
таточные условия оптимальности.

Введение

В рамках теории достаточных условий оптимальности в задачах уп-
равления необходимо выделить, как минимум, основополагающие мо-
нографии [5; 7] и отметить, например, развивающие это направление в
качественном и конструктивном плане работы [2; 4; 6]. Одна из проблем
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теории достаточных условий связана с трудоемкостью их реализации
(аналитической или вычислительной) в сравнении, например, с провер-
кой необходимых условий. В этой связи уместно выделять специальные
классы невыпуклых задач с небольшим разрывом между необходимыми
и достаточными условиями по критерию их проверочной трудоемкости.

В данной статье рассматривается простейшая невыпуклая задача:
линейная фазовая система, скалярное управление, линейно-квадратич-
ный относительно пары «состояние – управление» функционал. Пере-
ход от принципа максимума к достаточным условиям оптимальности
осуществляется на основе понятия сильно экстремального управления.
Далее проводится конструктивное преобразование условий. Специфика
исходной задачи допускает аналитическое решение возникающих вспо-
могательных подзадач. В результате полученные условия оптимально-
сти представляются в форме неравенств и равенств для функций одной
переменной (времени) на промежутке управления. Остается отметить,
что принцип максимума в данной задаче также связан с неравенствами
для функции одной переменной.

1. Постановка задачи. Условия оптимальности

Рассмотрим задачу оптимального управления

Φ(u) → max, u ∈ V, (1.1)

в которой

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉+
t1∫

t0

(
〈a(t), x(t)〉u(t) − 1

2
γu2(t)

)
dt,

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ PC([t0, t1]) : |u(t)| 6 1, t ∈ [t0, t1] }.
Здесь u(t) ∈ R – управление, x(t) ∈ Rn – фазовое состояние,
PC([t0, t1]) – множество кусочно-непрерывных функций, c, x0, γ > 0 –
параметры задачи.

Предположим, что вектор-функции a(t), b(t) и матричная функция
A(t) непрерывны на [t0, t1].

Приведем соотношения принципа максимума (ПМ) для задачи (1.1).
Введем функцию Понтрягина

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ,A(t)x〉 + 〈ψ, b(t)〉u + 〈a(t), x〉u − 1

2
γu2

и сопряженную систему

ψ̇ = −AT (t)ψ − a(t)u, ψ(t1) = c.
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Определим стационарную точку функции H по переменной u

w(ψ, x, t) =
1

γ

(
〈a(t), x〉 + 〈b(t), ψ〉

)
.

Тогда H-максимизирующее управление при ограничении |u| 6 1 выра-
жается по формуле

u∗(ψ, x, t) =

{
w(ψ, x, t), если |w(ψ, x, t)| 6 1,

signw(ψ, x, t), если |w(ψ, x, t)| > 1.

Пусть u(t) – допустимое управление (u ∈ V ), x(t, u), ψ(t, u), t ∈
∈ [t0, t1] – соответствующие траектории. Обозначим

u(t) = w(ψ(t, u), x(t, u), t).

Тогда принцип максимума для управления u(t) (ПМ(u)) представля-
ется следующим соотношением: ∀t ∈ [t0, t1]

u(t) =

{
u(t), если |〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉| 6 γ,

sign u(t), если |〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉| > γ.

Следуя [1; 8], перейдем на уровень достаточных условий оптимально-
сти. С этой целью достаточно в предыдущей формуле последовательно
провести замены

x(t, u) → x(t, v), v ∈ V или ψ(t, u) → ψ(t, v), v ∈ V

(фиксированная траектория → любая траектория, экстремальное уп-
равление → сильно экстремальное управление).

В результате получаем достаточные условия оптимальности в на-
чальном варианте.

Первое условие: ∀v ∈ V, t ∈ [t0, t1]

u(t) =

{
u(t), если |〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉| 6 γ,

signu(t), если |〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉| > γ.
(1.2)

Второе условие: ∀v ∈ V, t ∈ [t0, t1]]

u(t) =

{
u(t), если |〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, v)〉| 6 γ,

signu(t), если |〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, v)〉| > γ.
(1.3)

Представленные соотношения определены на множествах фазовых
либо сопряженных траекторий, что существенно затрудняет их прове-
рочную реализацию. В рамках данной задачи (1.1) имеется возмож-
ность конструктивно использовать экстремальные варианты получен-
ных неравенств, что приводит к поточечным по времени t ∈ [t0, t1]
условиям оптимальности, характерным для принципа максимума.
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2. Преобразование условий

Найдем экстремальные значения скалярных произведений

〈a(t), x(t, v)〉, 〈b(t), ψ(t, v)〉

для момента t ∈ [t0, t1] на множестве V .

Лемма 1. Пусть вектор-функция p(τ, t), τ ∈ [t0, t], t ∈ [t0, t1] являет-
ся решением задачи Коши

pτ (τ, t) = −AT (τ)p(τ, t), p(t, t) = a(t).

Тогда справедливо представление

〈a(t), x(t, v)〉 =
t∫

t0

〈b(τ), p(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈p(t0, t), x0〉.

Для доказательства необходимо найти производную

d

dτ
〈p(τ, t), x(τ, v)〉

с последующим интегрированием по τ ∈ [t0, t].

Следствие 1. Экстремальные значения для 〈a(t), x(t, v)〉 выражают-
ся по формуле

min
v∈V

(max
v∈V

)〈a(t), x(t, v)〉 = 〈p(t0, t), x0〉 − (+)

t∫

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ.

Лемма 2. Пусть вектор-функция q(τ, t), τ ∈ [t, t1], t ∈ [t0, t1] являет-
ся решением задачи Коши

qτ (τ, t) = A(τ)q(τ, t), q(t, t) = b(t).

Тогда справедливо представление

〈b(t), ψ(t, v)〉 =
t1∫

t

〈a(τ), q(τ, t)〉v(τ)dτ + 〈q(t1, t), c〉.

Для доказательства необходимо найти производную

d

dτ
〈q(τ, t), ψ(τ, v)〉

с последующим интегрированием по τ ∈ [t, t1].
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Следствие 2. Экстремальные значения для 〈b(t), ψ(t, v)〉 выражают-
ся по формуле

min
v∈V

(max
v∈V

)〈b(t), ψ(t, v)〉 = 〈q(t1, t), c〉 − (+)

t1∫

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ.

Приступим теперь к преобразованию достаточных условий опти-
мальности. Раскроем модульное неравенство в первом условии для не-
которого момента t ∈ [t0, t1]

−γ 6 〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉 6 γ, v ∈ V. (2.1)

Перейдем к эквивалентной экстремальной форме

max
v∈V

〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉 6 γ,

min
v∈V

〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉 > −γ.

Учитывая следствие 1, получаем

〈b(t), ψ(t, u)〉 + 〈p(t0, t), x0〉+
t∫

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ 6 γ, (2.2)

〈b(t), ψ(t, u)〉 + 〈p(t0, t), x0〉 −
t∫

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ > −γ.

Объединим эти неравенства одним выражением

|〈b(t), ψ(t, u)〉 + 〈p(t0, t), x0〉|+
t∫

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ 6 γ. (2.3)

Таким образом, полученное неравенство для функции одной пере-
менной t эквивалентно соотношению (2.1).

Аналогичным образом обрабатывается модульное неравенство во
втором условии с учетом следствия 2. В итоге приходим к дополни-
тельному к (2.3) неравенству в момент t ∈ [t0, t1]

|〈a(t), x(t, u)〉 + 〈q(t1, t), c〉| +
t1∫

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ 6 γ. (2.4)

Сформулируем первый результат об оптимальности «внутреннего»
управления u(t) = u(t), |u(t)| 6 1, t ∈ [t0, t1] которое определяется
условием стационарности функции Понтрягина

Hu(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t) = 0, t ∈ [t0, t1] ⇔

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 19. Серия «Математика». С. 184–194
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⇔ u(t) =
1

γ

(
〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉

)
.

Теорема 1. Пусть для управления u(t) = u(t), t ∈ [t0, t1] выполнено
неравенство (2.3) или (2.4) для всех t ∈ [t0, t1]. Тогда это управление
является оптимальным в задаче (1.1).

Пример 1.

Φ(u) = x1(1) +

1∫

0

[(
x1(t) + x2(t)

)
u(t)− 1

2
γu2(t)

]
dt → max,

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, x1(0) = −2, x2(0) = 1, |u(t)| 6 1, t ∈ [0, 1].

В данном случае

H = ψ1x2 + ψ2u+ x1u+ x2u− 1

2
γu2,

ψ̇1 = −u, ψ̇2 = −ψ1 − u, ψ1(1) = 1, ψ2(1) = 0.

Рассмотрим управление u = 0. Ему соответствуют траектории

x1(t, 0) = t− 2, x2(t, 0) = 1, ψ1(t, 0) = 1, ψ2(t, 0) = 1− t.

Условие стационарности выполняется ∀γ > 0: Hu[t, 0] = 0, t ∈ [0, 1], т. е.
управление u = 0 удовлетворяет принципу максимума.

Проверим условие (2.3). Вспомогательная вектор-функция p(τ, t):
p1 = 1, p2 = t− τ + 1. Следовательно,

〈b, ψ(t, 0)〉 = 1− t, 〈p(0, t), x0〉 = t− 1, 〈b, p(τ, t)〉 = t− τ + 1.

Неравенство (2.3) принимает вид

t2

2
+ t 6 γ, t ∈ [0, 1].

Таким образом, для γ > 3/2 неравенство выполнено, т. е. управление
u = 0 является оптимальным.

К аналогичному результату приводит второе условие (2.4). Заклю-
чительное неравенство имеет вид

t2

2
− 2t+

3

2
6 γ, t ∈ [0, 1] ⇒ γ >

3

2
.

Рассмотрим далее вопрос об оптимальности граничных управлений
u = ±1 на основе соотношений (1.2), (1.3). Для управления u = 1
достаточные условия представляются следующим образом

min
v∈V

〈a(t), x(t, v)〉 + 〈b(t), ψ(t, 1)〉 > γ,
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〈a(t), x(t, 1)〉 +min
v∈V

〈b(t), ψ(t, v)〉 > γ, t ∈ [t0, t1].

В итоговой форме получаем неравенства для t ∈ [t0, t1]

〈b(t), ψ(t, 1)〉 + 〈p(t0, t), x0〉 −
t∫

t0

|〈b(τ), p(τ, t)〉|dτ > γ, (2.5)

〈a(t), x(t, 1)〉 + 〈q(t1, t), c〉 −
t1∫

t

|〈a(τ), q(τ, t)〉|dτ > γ. (2.6)

Сформулируем результат.

Теорема 2. Пусть для управления u(t) = 1, t ∈ [t0, t1] выполнено
неравенство (2.5) или (2.6) для всех t ∈ [t0, t1]. Тогда это управление
является оптимальным в задаче (1.1).

Установим связь полученных условий с принципом максимума для
управления u = 1 (ПМ(1)).

Предположим, что выполнено неравенство

〈b(τ), p(τ, t)〉 6 0, τ ∈ [t0, t], t ∈ [t0, t1]. (2.7)

Тогда на основании леммы 1 и следствия 1 заключаем, что

min
v∈V

〈a(t), x(t, v)〉 = 〈a(t), x(t, 1)〉, t ∈ [t0, t1].

При этом условие (2.5) представляется в виде

〈a(t), x(t, 1)〉 + 〈b(t), ψ(t, 1)〉 > γ, t ∈ [t0, t1].

Получили ПМ(1) как достаточное условие оптимальности в предполо-
жении (2.7).

Аналогично, неравенство

〈a(τ), q(τ, t)〉 6 0, τ ∈ [t, t1], t ∈ [t0, t1] (2.8)

также гарантирует достаточность ПМ(1).

Замечание 1. В [1] показано, что (2.7), (2.8) эквивалентны.

Пример 2.

Φ(u) =

1∫

0

[(
x1(t) + x2(t)

)
u(t)− 1

2
γu2(t)

]
dt → max,

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, x1(0) = x01, x2(0) = x02, |u(t)| 6 1, t ∈ [0, 1].

Известия Иркутского государственного университета.
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Сопряженная система:

ψ̇1 = −u, ψ̇2 = −ψ1 − u, ψ1(1) = 0, ψ2(1) = 0.

Рассмотрим управление u = 1. Соответствующие траектории:

x1(t, 1) =
1

2
t2 + x02t+ x01, x2(t, 1) = t+ x02,

ψ1(t, 1) = 1− t, ψ2(t, 1) =
1

2
(t− 1)2 − (t− 1).

Вспомогательная вектор-функция p(τ, t):

p1(τ, t) = 1, p2(τ, t) = t− τ + 1.

В результате первое условие принимает вид

x01 + x02(t+ 1)− 3t+
3

2
> γ, t ∈ [0, 1],

что эквивалентно двум неравенствам

x01 + x02 +
3

2
> γ, x01 + 2x02 −

3

2
> γ. (2.9)

Второе неравенство после несложных вычислений конкретизируется в
виде

x01 + x02(t+ 1) + 3t− 3

2
> γ, t ∈ [0, 1],

что приводит к неравенствам

x01 + x02 −
3

2
> γ, x01 + 2x02 +

3

2
> γ. (2.10)

Подведем итог. Если начальное состояние фазовой системы (x01, x
0
2)

и параметр γ > 0 удовлетворяют условиями(2.9) или (2.10), то управ-
ление u = 1 является оптимальным.

Замечание 2. Управление u = −1 обслуживается аналогичным об-
разом: неравенство (· · · 6 −γ) и переход к операции max

v∈V
.

3. Комбинированное управление

Рассмотрим, наконец, вопрос об оптимальности гибридного управле-
ния, которое принимает внутренние и граничные значения относитель-
но своего ограничения. Здесь возможны различные комбинации, однако
схема вывода достаточных условий остается, вообще говоря, типичной
в рамках уже проведенных построений.
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Зададимся, например, следующей структурой управления

u(t) =

{
u(t), t ∈ [t0, θ],

1, t ∈ [θ, t1],
(3.1)

где

θ ∈ (t0, t1), u(t) =
1

γ

(
〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉

)
.

Принцип максимума для управления u(t) обеспечивается неравен-
ствами

|〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉| 6 γ, t ∈ [t0, θ],

〈a(t), x(t, u)〉 + 〈b(t), ψ(t, u)〉 > γ, t ∈ [θ, t1].

Первое достаточное условие оптимальности получается после заме-
ны x(t, u) → x(t, v), v ∈ V и перехода к экстремальным значениям для
〈a(t), x(t, v)〉. В результате приходим к неравенству (2.3) для t ∈ [t0, θ] и
к неравенству (2.5) для t ∈ [θ, t1]. Отметим, что для t ∈ [θ, t1] ψ(t, u) =
ψ(t, 1).

Особого внимания требует точка θ сопряжения двух участков управ-
ления, в которой должны выполняться неравенства (2.2), (2.5) при t=θ

〈b(θ), ψ(θ, u)〉 + 〈p(t0, θ), x0〉+
θ∫

t0

|〈b(τ), p(τ, θ)〉|dτ 6 γ,

〈b(θ), ψ(θ, u)〉 + 〈p(t0, θ), x0〉 −
θ∫

t0

|〈b(τ), p(τ, θ)〉|dτ > γ.

Отсюда получаем два условия типа равенства

θ∫

t0

|〈b(τ), p(τ, θ)〉|dτ = 0 ⇒ 〈b(τ), p(τ, θ)〉 = 0, τ ∈ [t0, θ],

〈b(θ), ψ(θ, u)〉 + 〈p(t0, θ), x0〉 = γ.

С учетом утверждения леммы 1 первое условие приводит к соотноше-
ниям

〈a(θ), x(θ, v)〉 = 〈a(θ), x(θ, u)〉 = 〈p(t0, θ), x0〉, v ∈ V.

Следовательно, второе условие есть условие стационарности в точке θ

Hu(ψ(θ, u), x(θ, u), u(θ), θ) = 0,

которое выполняется в силу ПМ(u).
Таким образом, два неравенства (6 γ, > γ) эквивалентны одному

условию типа равенства

〈b(τ), p(τ, θ)〉 = 0, τ ∈ [t0, θ]. (3.2)

Сформулируем итоговое утверждение.
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Теорема 3. Пусть для управления u(t) вида (3.1) выполнены следую-
щие условия:
1) неравенство (2.3) для t ∈ [t0, θ];
2) неравенство (2.5) для t ∈ [θ, t1];
3) равенство (3.2) для точки θ ∈ (t0, t1).
Тогда u(t) – оптимальное управление в задаче (1.1).

Замечание 3. Условие типа равенства (условие ортогональности) по-
является в точке θ сопряжения двух участков управления u(t) и явля-
ется условием состыковки двух неравенств, связанных с этой точкой.
Следует отметить, что аналогичный результат имеет место для задачи
с билинейным функционалом в точке переключения управления [3].

Замечание 4. Другие варианты комбинированного управления u(t)
в рамках набора {±1, u(t) } обрабатываются по аналогичной схеме.
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V. A. Srochko

The Simplest Nonconvex Control Problem. The Maximum

Principle and Sufficient Optimality Conditions

Abstract. The optimal control problem with linear phase system and linear-quadra-
tic functional is considered. The transition from the maximum principle to sufficient
optimality conditions is fulfilled with the help of the notion of strongly extremal control.
It means that in the problem of maximization of Pontryagin’s function phase or conjugate
trajectory should be replaced with any admissible trajectory. Sufficient conditions give
opportunity to obtain explicit expressions for extremal values of auxiliary problems con-
tained in these conditions. Results are presented in the form of inequalities and equalities
for a function with one variable with respect to time segment. A special situation is
implemented in the analysis of the combined control with interior and boundary segments
with respect to the constraint. At the point of connection of these segments there is a
non-standard condition of maximum type.

A positive factor is dual nature of obtained results: it is a pair of symmetrical rela-
tions, which operate independently. Their origin is connected with two types of strongly
extremal controls with respect to phase or conjugate variables.

Keywords: optimal control problem; the maximum principle; sufficient optimality
conditions.
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