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Введение

Ф. Холл назвал n-базой группы G любой порождающий её упоря-
доченный набор из n элементов. Он обозначает число всех n-баз в G
через ϕn(G) и ϕn называет n-й функцией Эйлера. С другой стороны,
d = dn(G) обозначает максимальный показатель n-порожденной пря-
мой степени Gd группы G. Для простой конечной неабелевой группы G
в [11] доказана формула

ϕn(G) = dn(G) · |AutG|,

послужившая основанием для изучения функций dn, прежде всего, для
n = 2; см. в Коуровской тетради [3] вопрос 12.86 о нахождении значений
d2(G), записанный С. А. Сыскиным, и вопрос 17.116 об оценке чисел
d2(G), известный как гипотеза Уайголда.

Решение вопроса 12.86 в классе групп G лиева типа ранга 1, кроме
унитарного случая, дано в работах [6, 4, 5]; при тех же ограничениях на
G в [7] получена оценка чисел dn(G). Недавно решение вопроса 17.116
было завершено, см. Тамбурини [14].
В настоящей статье вопрос Сыскина исследуется для оставшихся

простых групп лиева типа ранга 1 — унитарных групп.
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Отметим, что группы 2G2(q) (группы Ри) и 2A2(q) (унитарный слу-
чай) лиева типа ранга 1, в отличие от типов 2B2 и A1, обладают нераз-
решимыми подгруппами с неединичным разрешимым радикалом.

1. Основная теорема

Решение вопроса Сыскина для простых групп Ри Re(q) = 2G2(q),
q = 32n+1 получено в [4, 5] в два этапа. Доказанная в [4] теорема
редуцировала нахождение значения ϕ2(Re(q)) к перечислению пар эле-
ментов, лежащих в подгруппе с неединичным разрешимым радикалом.
Описание значений ϕ2(Re(q)) в [5] завершила следующая теорема.

Теорема 1. Пусть Re(q) (q = 3n, n > 1) — конечная простая группа
Ри типа 2G2. Тогда для простых чисел n имеем d2(Re(q)) = (1/n)·ρ(q),
где

ρ(q) = (q − 3)
(
q6 + 2q5 + 6q4 + 18q3 + 53q2 + 160q + 464

)
.

Если число n — составное, то

d2(Re(q)) =
1

n
[ρ(q)−

∑
t|n, n>t>1

t · d2(Re(3t))].

Следуя этой же схеме, мы реализуем в этой статье первый этап
решения вопроса Сыскина для групп PSU3(q

2), т. е. групп 2A2(q
2).

Напомним, что проективная специальная унитарная группа PSU3(q
2)

над конечным полем порядка q2 является простой, когда q > 2.
Далее, G(q) = PSU3(q

2), q = p2
s·r > 2, где число r — нечетное.

Степень расширения K поля F , как обычно, обозначается через (K :

F ). Как и в [9, 8.4], Ĝ(q) = PU3(q
2) есть расширение группы G(q) с

помощью диагональных автоморфизмов.
Пусть W — множество пар элементов группы G(q) (аналогично,

Ŵ в Ĝ(q)), лежащих в подгруппе из G(q) (соответственно, из Ĝ(q))
с неединичным разрешимым радикалом. Положим

δ = НОД(q + 1, 3), ε = 2−НОД(q, 2),
s(q) = 38δ1 + 212δ2 + 2406δ3 + 114δ4,

где δi = 1 или 0, соответственно, когда верно или не верно i-е условие:

1) q = ±1 mod 10; 2) q = 11, 29 mod 30;
3) p = 5 и n нечетно; 4) q = 3, 5, 13 mod 14.

Основной в статье является следующая редукционная теорема.
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Теорема 2. Верны рекуррентные соотношения:

ϕ2(G(q)) =

= |G(q)|2−|W |−|G(q)|
(
δε·

∑
GF (m)⊂GF (q)

ϕ2(PGL2(m)) + ϕ2(PSL2(m))

|PGL2(m)| +

+
∑

(GF (q):GF (m))|r

ϕ2(G(m))

|G(m)| +
δ − 1

2
·

∑
3(GF (q):GF (m))|r

ϕ2(Ĝ(m))

|Ĝ(m)|
+δ ·s(q)

)
,

ϕ2(Ĝ(q)) =

= |Ĝ(q)|2 − |Ŵ | − |Ĝ(q)|
(
ε

∑
GF (m)⊂GF (q)

ϕ2(PGL2(m)) + ϕ2(PSL2(m))

|PGL2(m)| +

∑
(GF (q):GF (m))|r

ϕ2(G(m)) + ϕ2(Ĝ(m))

|Ĝ(m)|
+ s(q)

)
.

2. Подгрупповые описания

Унитарные группы определяются над полем F , обладающим инво-
лютивным автоморфизмом ¯. Если конечное поле F обладает инволю-
тивным автоморфизмом, то его порядок является квадратом, |F | = q2

(q = pn), а инволютивный автоморфизм определяется равенством a =
aq.
По классическому определению, общая унитарная группа Un(q

2)
есть подгруппа группы GLn(q

2), состоящая из n× n-матриц M с усло-
вием MMT = kI для всевозможных k ∈ GF (q2)#, где I — единичная
матрица. Её матрицы с определителем 1 образуют специальную уни-
тарную группу SUn(q). Центр Z(Un(q)) состоит из скалярных матриц
λI с условием λq+1 = 1. Факторизуя по центру, получаем проективные
группы:

PUn(q
2) := Un(q

2)/Z(Un(q
2)), PSUn(q

2) := SUn(q
2)/Z(Un(q

2))∩SUn(q
2).

См. также в [9, 1.4] определение специальной ортогональной группы
SO3(q) и её коммутант SO3(q)

′ =: SΩ3(q).
Согласно [1], SO3(q) # PGL2(q).
Нам потребуется описание из [13, 12] подгрупп группы G(q).
Пусть D обозначает подгруппу в G(q), состоящую из образов матриц

diag(a, a−2, a) с условием a3(q+1) = 1. Подгруппа D имеет индекс 3 в
подгруппе D̂ группы Ĝ(q), состоящей из образов матриц diag(a, b, a),
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aq+1 = bq+1. Централизатор прообраза D в группе SU3(q
2) изоморфен

U2(q
2).
Напомним также, что группа Матье M10 содержит с индексом 2

подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A6. Следующие две
леммы несложно выводятся из работ Митчелла [13] и Хартли [12].

Лемма 1. Максимальная подгруппа группы G(q), имеющая нееди-
ничный разрешимый радикал, Ĝ(q)-сопряжена с одной из следующих
подгрупп:

а) нормализатор силовской p-подгруппы;

б) нормазизатор диагональной подгруппы порядка (q + 1)2/δ;

в) нормализатор циклической подгруппы порядка (q2 − q + 1)/δ;

г) нормализатор самоцентрализуемой элементарной абелевой под-
группы порядка 9, когда q ≡ 2 mod 3;

д) централизатор C(D).

Лемма 2. Если подгруппа группы G(q) не лежит ни в одной из под-
групп а)-д) леммы 1, то она Ĝ(q)-сопряжена точно с одной из следу-
ющих подгрупп:

a) при (GF (q) : GF (m))|r подгруппа G(m) ;

б) при GF (m) ⊂ GF (q), p > 2 подгруппа SO3(m) или SΩ3(m);

в) при 3(GF (q) : GF (m))|r нормализатор N(G(m)), содержащий G(m)
с индексом 3;

г) при q = ±1 mod 10 подгруппа, изоморфная A5;

д) при q = 11, 29 mod 30 подгруппа, изоморфная A6;

е) когда q — нечетная степень числа 5, подгруппа, изоморфная A6,
A7 или M10;

ж) при q = 3, 5, 13 mod 14 подгруппа, изоморфная PSL2(7).

Подгрупповое описание группы Ĝ(q) даёт

Лемма 3. Любая подгруппа группы Ĝ(q) либо лежит в подгруппе
с неединичным разрешимым радикалом или в G(q), либо сопряжена
Ĝ(m), когда (GF (q) : GF (m)) | r и 3(GF (q) : GF (m)) � r.
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Доказательство. Пусть H — подгруппа в Ĝ(q), не входящая в G(q).
Тогда подгруппа H0 = H ∩ G(q) нормальна в H и |H : H0| = 3. Кроме
того, подгруппа H изоморфна некоторой подгруппе группы G(q3).
Подгруппа из леммы 2, имеющая нормальную подгруппу индекса

3, изоморфна Ĝ(m). Подгруппы группы Ĝ(q), изоморфные G(m), не
имеют нормальных подгрупп индекса 3, так что они лежат в G(q) и
сопряжены в Ĝ(q). Поэтому в Ĝ(q) сопряжены и их нормализаторы,
изоморфные Ĝ(m).

Для доказательства теоремы 2 также потребуется

Лемма 4. В группе C
̂G(q)

(D̂) нет подгрупп, изоморфных одной из
следующих групп:

A5 при p �= 5, A6 при q �= 9k, PSL2(7) при p �= 7,

PSL2(q) и PGL2(q) при p > 2, p �= 5, p �= 7, q �= 9k;A7, M10, G(q), Ĝ(q).

Доказательство. Пусть D′ — подгруппа группы G(q3) проективных об-
разов диагональных матриц diag(a, a−2, a) с условием a3(q

3+1) = 1. По-
скольку группа Ĝ(q) изоморфна подгруппе в G(q3), то группа C

̂G(q)(D̂)

изоморфна подгруппе группы CG(q3)(D
′). Поэтому достаточно доказать,

что группа CG(q)(D) из C
̂G(q)

(D̂) не содержит перечисленных в лемме
подгрупп.
Группа U2(q

2), являющаяся проективным прообразом централиза-
тора CG(q)(D), есть подгруппа группы GL2(q

2). Любая неразрешимая
подгруппа H вGL2(q

2) имеет нормальное пересечение H0 с SL2(q
2). Так

как факторгруппа H/H0 абелева, то H0 — неразрешимая подгруппа,
как и её проективный образ H1 в PSL2(q

2). Подгрупповое описание
группы PSL2(q

2) (например, [2]) показывает, что H1 изоморфна либо
A5 при p = 5 или q = ±1 mod 10, либо PSL2(m), либо PGL2(m).
Остаётся заметить, что известные подгрупповые описания групп

GL2(q) (например, [8, Теоремы 3.4–3.5]) показывают, что при нечетном
q группа GL2(q

2) и её образ при гомоморфизме с ядром порядка 3 не
содержат подгрупп, изоморфных A5, PSL2(m) или PGL2(m).

3. Доказательство теоремы 2

Пусть R (аналогично, R̂) — множество пар элементов группы G(q)

(соответственно, Ĝ(q)), порождающих подгруппу в G(q) (соответствен-
но, Ĝ(q)), изоморфную одной из подгрупп а)-в) леммы 2, а S — множе-
ство пар элементов группы G(q), порождающих подгруппу, изоморф-
ную г)-ж) из леммы 2.
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Лемма 5. Для функции ϕ2 на группах G(q) и Ĝ(q) верны равенства:

ϕ2(G(q)) = |G(q)|2−|S|−|R|−|W |, ϕ2(Ĝ(q)) = |Ĝ(q)|2−|S|−|R̂|−|Ŵ |.
Доказательство. По леммам 1, 2, 3, каждая пара элементов группы
G(q) (соответственно, G(q)), не порождающая G(q) (Ĝ(q)), лежит хо-
тя бы в одном из множеств R, S, W (соответственно, R̂, S, Ŵ ). По
определению, множество S не пересекается со множествами R и R̂.
Если подгруппа M группы G(q) не лежит в C(D) и имеет нееди-

ничный разрешимый радикал, то она разрешима. Также разрешима
подгруппа M̂ группы Ĝ(q), содержащая M как нормальную подгруппу
с индексом 3. Поэтому M не содержит неразрешимых подгрупп из лем-
мы 2. По лемме 4, подгруппы CG(q)(D) и C

̂G(q)
(D̂) также не содержат

подгрупп леммы 2. Следовательно, множества W и Ŵ не пересекаются
со множествами R, R̂, S. Лемма доказана.

Заметим, что N(A6) = M10, когда q есть нечетная степень числа 5.
Остальные подгруппы г)-з) из леммы 2 самонормализуемы в Ĝ(q).
Согласно Холлу [11],

ϕ2(A5)

|A5| = 38,
ϕ2(A6)

|A6| = 212,
ϕ2(PSL2(7))

|PSL2(7)| = 114.

Используя лемму 2 и вычисленные с помощью [10] значения,

ϕ2(M10)

|M10| +
ϕ2(A7)

|A7| = 2300,

находим:

|S| = |Ĝ(q)|
(
δ1
ϕ2(A5)

|A5| + δ2
ϕ2(A6)

|A6| + δ4
ϕ2(PSL2(7))

|PSL2(7)| +

δ3

(
ϕ2(A6) + ϕ2(M10)

2|A6| +
ϕ2(A7)

|A7|
))

= |Ĝ(q)|s(q).

Аналогичные рассуждения дают порядки множеств R и R̂ и завер-
шают доказательство теоремы 2.

Автор благодарен научному руководителю профессору Левчуку Вла-
димиру Михайловичу за постановку задачи и внимание к работе.
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