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Аннотация. Если рассматривать дискретные функции на множестве A, то мульти-
функции можно определить как функции на множестве 2A, при этом значения муль-
тифункций для значений аргументов из A задаются, а для значений, не являющих-
ся одноэлементными множествами, определяются как объединение всех значений
мультифункции на одноэлементных множествах. Таким же образом определяется
суперпозиция для мультифункций.

Мультифункции являются обобщением различных моделей неопределенности,
частичных и гиперфункций. Такие модели можно применять, например, при работе
с неполной и противоречивой информацией в интеллектуальных системах.

Для мультифункций можно определить стандартные формы через мультифунк-
цию пересечения. Представление мультифункции в классе стандартных форм не яв-
ляется единственным. Для них можно естественным образом ввести понятие слож-
ности по количеству компонент пересечения.

В данной статье рассматривается связь между мультифункциями, принимаю-
щими всего два значения, и булевыми функциями. Показано, что сложность стан-
дартных форм любой из таких мультифункций совпадает с длиной дизъюнктивной
нормальной формы соответствующей булевой функции. В статье получена верхняя
оценка сложности стандартных форм мультифункций, а также приведена после-
довательность мультифункций, сложность которой совпадает с этой верхней оцен-
кой. Таким образом, получено значение сложности класса n-местных мультифунк-
ций (функции Шеннона). Также предложен алгоритм минимизации мультифункций
ранга 2 от 4 и менее аргументов, основанный на последовательном переборе формул
всё большей сложности. С помощью данного алгоритма найдены сложности всех
4-местных мультифункций ранга 2.

Ключевые слова: мультифункции, минимизация, сложность, дизъюнктивные нор-
мальные формы.
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1. Введение

В теории дискретных функций, наряду со всюду определенными
функциями k-значной логики, изучаются и функции, определенные не
на всех наборах. При этом незаданность или неопределенность может
пониматься по-разному, в зависимости от рассматриваемого класса за-
дач. Не всюду заданными функциями на конечном множестве являются
и так называемые мультифункции, у которых неопределенность пони-
мается как некоторое неодноэлементное (в том числе и пустое) подмно-
жество конечного множества, на котором эти функции заданы. Такие
модели можно применять, например, при работе с неполной и проти-
воречивой информацией [8; 11]. В настоящее время исследуются раз-
ные аспекты теории мультифункций, в частности, вопросы полноты [2],
связь клонов функций и клонов мультифункций [9], рассматриваются
вопросы функциональной разделимости [7].

Отображение из An в A называется n-местной функцией на A. Через
2A обозначим множество всех подмножеств A. Отображение из An в
2A называется n-местной мультифункцией (мультиоперацией, а также
частичной гиперфункцией [10]) на A. Множество всех n-местных муль-
тифункций на A будем обозначать Hn

A, при |A| = k также будем исполь-
зовать обозначение Hn

k . Мультифункции, заданные на k-элементном
множестве A, будем называть мультифункциями ранга k.

Суперпозиция мультиопераций определяется следующим образом

(f ∗ (f1, . . . , fn)) (a1, . . . , am) =
⋃

bi∈fi(a1,...,am)

f(b1, . . . , bn).

Следуя [3], n-местную мультифункцию f на множестве A = {1, 2}
будем представлять как отображение

f : {1, 2}n → {0, 1, 2, 3},

используя следующую кодировку для элементов 2A:

∅→ 0; {1} → 1; {2} → 2; {1, 2} → 3.

При этом n-местную мультифункцию f можно задать вектором всех
ее значений (α1, . . . , α2n), где f(a1, . . . , an) = αi, если (a1− 1, . . . , an− 1)
есть представление числа i− 1 в двоичной системе счисления.

Определим бинарную мультифункцию «пересечение» ∩ ∈ H2
k как

∩(a, b) = {a}∩{b}. В дальнейшем также будем использовать инфиксную
форму записи для пересечения. Эта мультифункция является комму-
тативной и ассоциативной. Также эта мультифункция принадлежит
любому суперклону [5], что делает естественным использование ∩ для
построения формульных представлений мультифункций.
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Обочначим через dni,α ∈ Hn
2 следующие мультифункции

dni,α = (3, . . . , 3,
i
α, 3, . . . , 3), (1 6 i 6 2n),

где α ∈ {0, 1, 2, 3}. В частности, d01,α = (α).
В [6] была введена стандартная форма мультифункции

f(x1, . . . , xn) =
⋂

j

dj(xi1 , . . . , xim),

где dj ∈ {dmi,α | 0 6 m 6 n, α ∈ {0, 1, 2, 3}}. Представление мультифунк-
ций стандартной формой не единственно.

Помимо стандартной формы также рассматриваются [4;5] ее частные
случаи — совершенная стандартная форма

f(x1, . . . , xn) =
⋂

j

dj(x1, . . . , xn),

где dj ∈ {dni,α |α ∈ {1, 2}}, являющаяся каноническим представлением
для мультифункций, не равным тождественно 3, и ключевая стандарт-
ная форма.

2. Сложность мультифункций в классе стандартных форм

Для стандартной формы Φ, имеющей вид

Φ = d1 ∩ . . . ∩ ds,

где dj ∈ {dmi,α | 0 6 m 6 n, α ∈ {0, 1, 2, 3}}, можно ввести понятие
сложности через количество компонент пересечения LSF (Φ) = s.

Для мультифункции f сложность определяется как сложность ми-
нимальной стандартной формы, представляющей f :

LSF (f) = min
f=Φ

LSF (Φ).

Сложность класса всех n-местных мультифункций ранга k (функция
Шеннона сложности мультифункций) определяется как сложность n-
местной мультифункции с наибольшей сложностью:

LSF (n, k) = max
f∈Hn

k

LSF (f).

Утверждение 1. Для любой n-местной мультифункции f выполня-
ется LSF (f) 6 2n.
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Доказательство. Пусть векторное задание f имеет вид (α1, . . . , α2n).
Тогда для каждого αi, 1 6 i 6 2n, определим di = dni,αi

. Получаем

f(x1, . . . , xn) =

2n
⋂

i=1

di,

так как di(a1, . . . , an) = 3 для любого набора (a1, . . . , an) такого, что
(a1−1, . . . , an−1) не является двоичным представлением i−1, и 3∩α = α.
Таким образом, L(f) 6 2n.

Каждой мультифункции dmi,α(x1, . . . , xm) при фиксированном α 6= 3

можно поставить в соответствие элементарную конъюнкцию kmi = xb11 ·
. . . · xbmm , где (b1, . . . , bm) является двоичным представлением числа i и
x0 = x̄, x1 = x. Таким образом, каждой стандартной форме можно
поставить в соответствие дизъюнктивную нормальную форму (ДНФ).
Количество элементарных конъюнкций в ДНФ Ψ называется длиной Ψ
и обозначается LDNF (Ψ).

Пусть мультифункция f , принимающая всего два значения — 3 и
α ∈ {1, 2} — имеет стандартную форму Φ, которой соответствует ДНФ
Ψ, представляющая булеву функцию f∗.

Несложно показать, что в этом случае из векторного представления
f можно получить векторное представление f∗ заменой 3 на 0 и α на 1.

Действительно, f(a1, . . . , an) = α тогда и только тогда, когда в Φ
найдется хотя бы одна компонента dmi,α такая, что dmi,α(ai1 , . . . , aim) = α.
В этом случае в Ψ найдется конъюнкция kmi , что kmi (ai1 − 1, . . . , aim −
1) = 1, то есть f∗(a1 − 1, . . . , an − 1) = 1.

Поскольку существует взаимно однозначное соответствие между
стандартными формами для f и ДНФ для f∗, получаем:

Утверждение 2. Если мультифункция f принимает всего два зна-
чения {3, α}, α ∈ {1, 2}, то LSF (f) = LDNF (f

∗).

Рассмотрим последовательность мультифункций fn(x1, . . . , xn), ко-
торая определяется следующим образом:

fn(a1, . . . , an) =

{

1, если a1 + . . .+ an четное;

2, иначе.

Теорема 1. L(fn) = 2n.

Доказательство. Рассмотрим n-местные мультифункции g и h, постро-
енные из fn следующим образом:

g(a1, . . . , an) =

{

1, если fn(a1, . . . , an) = 1;

3, иначе.
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h(a1, . . . , an) =

{

2, если fn(a1, . . . , an) = 2;

3, иначе.

Тогда верно равенство fn = g ∩ h. В каждой стандартной форме для
fn можно сгруппировать dm1

i1,1
и dm2

i2,2
. Каждая компонента произвольной

стандартной формы fn будет иметь вид dmi,1 или dmi,2. Таким образом,
стандартная форма fn получается с помощью пересечения из стандарт-
ных форм g и h, которые не могут иметь одинаковых компонент. Отсюда
можно сделать вывод, что L(fn) = L(g) + L(h).

Построим по мультифункциям g и h булевы функции g∗ и h∗. Тогда
g∗(x1, . . . , xn) = x1⊕. . .⊕xn и h∗ = g∗⊕1. В [1] показано, что LDNF (g

∗) =
LDNF (h

∗) = 2n−1.
Тогда L(fn) = L(g) + L(h) = LDNF (g

∗) + LDNF (h
∗) = 2n.

Следствие 1. LSF (n, k) = 2n, k > 2.

3. Алгоритм минимизации стандартных форм
мультифункций исчерпывающим поиском

Задача минимизации мультифункции заключается в поиске стан-
дартной формы наименьшей сложности, представляющей заданную
мультифункцию.

В [6] приведен алгоритм минимизации, сводящийся к минимизации
дизъюнктивных нормальных форм и использующий перебор по всем
нулевым значениям в векторе мультифункции. С помощью данного ал-
горитма были получены сложности всех мультифункций ранга 2 от 2 и
3 аргументов. Но этот алгоритм уже для некоторых 4-местных мульти-
функций не позволяет найти точный минимум за реальное время.

Для минимизации 4-местных мультифункций предлагается исполь-
зовать алгоритм исчерпывающего поиска, заключающийся в последо-
вательном построении всё более сложных формул.

Алгоритм заключается в следующем:
Шаг 1. Построить все стандартные формы сложности 1 — состоящие

из одного слагаемого вида dmi,α. Для всех мультифункций, представлен-
ных данными формами, установить искомую сложность в 1.

Шаг 2. Установить текущую сложность k=1.
Шаг 3. Последовательно перебирать мультифункции сложности k.
Шаг 4. Для каждой мультифункции перебирать все возможные сла-

гаемые.
Шаг 5. К стандартной форме текущей мультифункции добавить те-

кущее слагаемое. Если полученная мультифункция ранее не встреча-
лась, то установить ее сложность в k + 1.

Шаг 6. Увеличить k на 1. Если найдена хотя бы одна мультифункция
сложности k, то перейти к шагу 3.
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Такой алгоритм позволяет найти сложности всех мультифункций
ранга 2 от 4 и менее аргументов. Но эффективная реализация алгорит-
ма для минимизации 4-местных мультифункций требует поэтапно со-
здавать и очищать соответствующие списки мультифункций сложности
k, чтобы ускорить выборку функций для перебора и при этом исполь-
зовать объем оперативной памяти, не превышающий 4 ГБ. Предложен-
ный алгоритм имеет смысл использовать для одновременного поиска
сложности большого числа мультифункций.

С помощью данного алгоритма были получены сложности всех 4-
местных мультифункций ранга 2, распределение мультифункций по
сложностям приведено в табл. 1.

Таблица 1

Распределение мультифункций по сложностям

Сложность Количество мультифункций

1 244

2 20 676

3 818 080

4 16 049 780

5 154 729 080

6 698 983 656

7 1 397 400 512

8 1 254 064 246

9 571 481 516

10 160 200 992

11 34 140 992

12 6 160 176

13 827 120

14 84 800

15 5 312

16 114
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A. S. Kazimirov
On Complexity of Standard Forms for Multifunctions

Abstract. Consider discrete functions defined on set A. In this case we define
multifunctions as functions on set 2A. Values of a multifunction for inputs equal to
one-element sets are given and values for other sets are calculated as a union of values
on one-element sets. Superposition of multifunctions is defined in the same way.

Multifunction is a generalization of different models of uncertainty, incomplete and
partial functions and hyperfunctions. These models can be useful for processing incom-
plete and contradictional information in intelligent systems.

Standard forms representing multifunctions are defined using intersection multifunc-
tion. Standard form representation of a multifunction is not unique. It is natural to
define complexity of a standard form as the number of its components.

This paper introduces exact bounds on complexity of n-ary multifunctions and pro-
poses an algorithm for minimization of 4-argument multifunctions.
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This paper considers the relationship between multifunctions that have only two
output values, and Boolean functions. It is shown that the complexity of the standard
forms of any such multifunction coincides with the length of the disjunctive normal
form of the corresponding Boolean function. The article gives an upper bound for the
complexity of the standard forms of multifunctions, and also introduces a sequence of
multifunctions whose complexity coincides with this upper bound. Thus, the complexity
of the class of n-ary multifunctions is obtained. Also, an algorithm is proposed for
minimizing multifunctions of rank 2, based on a sequential search of formulas of increasing
complexity. This algorithm allows us to find the complexities of all 4-ary multifunctions
of rank 2.

Keywords: multifunction, minimization, complexity, disjunctive normal form.
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