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Аннотация. В статье развиваем классический метод пограничных функций Виши-
ка – Люстерника – Васильевой – Иманалиева для построения равномерных асимп-
тотических разложений решений сингулярно возмущенных уравнений с особыми
точками. В данной работе, модернизируя классический метод погранфункций, стро-
ятся равномерные асимптотические разложения решений сингулярно возмущенных
уравнений с дробной точкой поворота. Как нам известно, задачи с точками пово-
рота встречаются в уравнении Шредингера для туннельного перехода, задачах с
классическим осциллятором, задачах механики сплошной среды, задаче гидродина-
мической устойчивости, уравнении Орра – Зоммерфельда, а также при определении
тепла трубе и др. Определение поведения решения подобных задач при стремле-
нии малого (большого) параметра к нулю (к бесконечности) является актуальной
задачей. Нами исследуются задачи Коши и Дирихле для сингулярно возмущен-
ных линейных неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений первого
и второго порядка, соответственно. При этом доказывается, что главные члены
асимптотических разложений имеют отрицательные дробные степени по малому па-
раметру. Как практика показывает, решения большинство сингулярно возмущенных
уравнений с особыми точками обладают этим свойством. Построенные разложе-
ния решений являются асимптотическими в смысле Эрдей, когда малый параметр
стремится к нулю. Получены оценки для остаточных членов асимптотических раз-
ложений, т. е. асимптотические разложения обоснованы. Идея модификации метода
пограничных функций реализована для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, но ее можно применять и при построении асимптотики решения сингулярно
возмущенных дифференциальных уравнений в частных производных с особенно-
стями.

Ключевые слова: сингулярное возмущение, точка поворота, бисингулярная зада-
ча, задача Коши, задача Дирихле.
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1. Введение

Особый интерес в теории сингулярно возмущенных дифференциаль-
ных уравнений представляют задачи с точками поворота или задачи
с нестабильным спектром. Для построения асимптотических решений
подобных задач разработаны различные методы. Различные задачи с
точками поворота исследованы в работах [1]–[9], [11]–[16] и др.
Наша цель разработать более простой алгоритм (метод) построения
равномерных асимптотических разложений решений сингулярно возму-
щенных задач с особенностями. В данной работе, модернизируя идею
предложенную в [1; 8], строятся равномерные асимптотические разло-
жения решений задач Коши и Дирихле с не целой, т. е. дробной точкой
поворота.

2. Постановка задачи 1.

Рассмотрим бисингулярную задачу Коши

εy′ε(x) +
√
xyε(x) = f(x), 0 < x ≤ T, (2.1)

yε(0) = y0, (2.2)

где 0 < ε — малый параметр, f ∈ C∞[0, T ], f(x) =
∞∑
k=0

fkx
k, x→ 0, fk =

f (k)(0)/k!, f0 6= 0, T, y0 — const.
Задача (2.1)-(2.2) имеет единственное решение:

yε(x) = y0e−2
√
x3/3ε +

1

ε

∫ x

0
e2
(√

s3−
√
x3
)
/3εf(s)ds. (2.3)

Требуется построить равномерное асимптотическое разложение ре-
шения yε(x), ε → 0 на отрезке x ∈ [0, T ]. Решение соответствующего
невозмущенного уравнения (ε = 0)

y0(x) =
f(x)√

x
,

не удовлетворяет начальному условию и не является гладкой функцией
на отрезке [0, T ].

Определение 1. Ряд

Yε(x) =

∞∑

k=0

εkyk(x) (2.4)

называется стандартным (классическим) внешним асимптотичес-
ким разложением решения задачи (2.1)-(2.2).
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Подставляя (2.4) в (2.1) и приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях ε, получаем рекуррентную систему относительно yk(x):

√
xy0(x) = f(x), y′k−1(x) +

√
xyk(x) = 0, k ∈ N.

Из этой системы последовательно определяем неизвестные yk(x):

y0(x) = f(x)/
√
x, yk(x) = −y′k−1(x)/

√
x, k ∈ N.

Заметим, что функции yk(x) имеют нарастающие особенности:

yk(x) = O
(
x−(3k+1)/2

)
, x→ 0, k ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}.

Ряд (2.4) является асимптотическим только при x ∈ (
3
√
ε2, T ] и теряет

асимптотический характер когда x ∈ [0,
3
√
ε2]. Точка x0 =

3
√
ε2 является

особой точкой.
Следовательно, задача (2.1)-(2.2) является бисингулярной [5], [6].
Для построения равномерно пригодного асимптотического разложе-

ния применяем идею [1], [8]-[9] с модификацией.
Построение асимптотического решения. Формальное асимпто-

тическое решение задачи (2.1)-(2.2) будем искать в виде:

yε(x) =

∞∑

k=0

εkvk(x) +

∞∑

k=−1

µkπk(t), (2.5)

где t = x/µ2, µ3 = ε,
∞∑
k=0

εkvk(x) — модифицированное внешнее реше-

ние, без особенностей в нуле.
Уравнение (2.1) запишем в виде

εy′ε(x) +
√
xyε(x) = f(x)− hε(x) + hε(x), 0 < x ≤ T, (2.6)

где hε(x) = h0 + ε h1√
x
+ . . . + ε2nh2n + ε2n+1 h2n+1√

x
+ . . . , hk — пока

неизвестные постоянные.
Подставляя (2.5) в (2.6) имеем:

∞∑

k=1

εk(v′k−1(x) +
√
xvk(x)) +

√
xv0(x) +

∞∑

k=0

µk(π′
k−1(t) +

√
tπk−1(t)) =

= f(x)− hε(x) + hε(x).

Отсюда, получаем

∞∑

k=1

εk(v′k−1(x) +
√
xvk(x)) +

√
xv0(x) =

= f(x)−
∞∑

k=0

ε2kh2k −
1√
x

∞∑

k=0

ε2k+1h2k+1, (2.7)
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∞∑

k=0

µk(π′
k−1(t) +

√
tπk−1(t)) =

∞∑

k=0

µ6kh2k +
1√
t

∞∑

k=0

µ6k+2h2k+1. (2.8)

Из равенства (2.7) имеем:

v0(x)=
1√
x
(f0(x)− h0), v1(x)=−

1√
x

(
v′0(x) +

h1√
x

)
,

v2n(x)=−
1√
x
(v′2n−1(x)+h2n), v2n+1(x) = −

1√
x

(
v′2n(x)+

h2n+1√
x

)
, n ∈ N.

И здесь неизвестные коэффициенты hk выбираем так, чтобы

v2k(x) =
√
xṽ2k(x), ṽ2k ∈ C∞[0, T ], v2k+1 ∈ C∞[0, T ], k ∈ N0.

Пусть

h0 = f0, h2n = −v′2n−1(0), h2n−1 = − lim
x→0

√
xv′2n−2(x), n ∈ N,

тогда, имеем:

v0(x) =
∞∑

k=0

fk+1x
k+1/2, v1(x) =

∞∑

k=0

(
k +

3

2

)
fk+2x

k, x→ 0,

v2n(x) =
∞∑

k=0

v2n,kx
k+1/2, v2n+1(x) =

∞∑

k=0

v2n+1,kx
k, x→ 0.

Заметим, что v2n(0) = 0, n ∈ N0.
Таким образом, мы определили все функции vk(x) и коэффициенты

hk.
Из (2.8), учитывая начальное условие (2.2) и v2n(0) = 0, n ∈ N0,

имеем:

lπ6k−1 ≡ π′
6k−1(t) +

√
tπ6k−1(t) = h2k, π6k−1(0) = 0, k ∈ N0; (2.9)

lπ6k+1 =
h2k+1√

t
, π6k+1(0) = 0, k ∈ N0; (2.10)

lπ6k+j = 0, j = 0, 2, 3, 4, π0(0) = y0, π6m(0) = 0, m ∈ N,

π6k+s(0) = 0, s = 2, 4, π6k+3(0) = −v2k+1(0), k ∈ N0. (2.11)

Задачи (2.9)-(2.11) имеют единственные решения, представимые в
виде, соответственно:

π6k−1(t) = h2ke
− 2

3
t3/2
∫ t

0
e

2
3
s3/2ds, π0(t) = y0e−

2
3
t3/2 ,
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π6m(t) ≡ 0, m ∈ N, π6k+1(t) = h2k+1e
− 2

3
t3/2
∫ t

0
e

2
3
s3/2s−1/2ds,

π6k+2(t) ≡ 0, π6k+3(t) = −v2k+1(0)e
− 2

3
t3/2 , π6k+4(t) ≡ 0, k ∈ N0.

Для функции π6k−1(t), π6k+1(t) справедливы соотношения

π6k−1(t) =
h2k√
t

(
1 +

c1
t3/2

+ . . .+
cn

t3n/2
+ . . .

)
, t→∞,

π6k+1(t) =
h2k+1

t

(
1 +

c̃1

t3/2
+ . . .+

c̃n

t3n/2
+ . . .

)
, t→∞.

Нами определены все члены формального асимптотического раз-
ложения (2.5). Перейдем теперь к оценке остаточной функции этого
асимптотического разложения (2.5).

Обоснование разложения (2.5). Рассмотрим остаточную функ-
цию

Rε,2m+1(x) = yε(x)− yε,2m+1(x),

где

yε,2m+1(x) =
2m+1∑

k=0

εkvk(x) +
6m+3∑

k=−1

µkπk(t), 0 < m.

Тогда, для остаточной функции Rε,2m+1(x) получим следующую за-
дачу:

εR′
ε,2m+1(x) +

√
xRε,2m+1(x) = −ε2m+2v′2m+1(x), 0 < x ≤ T, (2.12)

Rε,2m+1(0) = 0. (2.13)

Задача (2.12)-(2.13) имеет единственное решение

Rε,2m+1(x) = −ε2m+1e−
2
3ε

x3/2

∫ x

0
e

2
3ε

s3/2v′2m+1(s)ds

и для него справедлива асимптотическая оценка

Rε,2m+1(x) = O(ε2m+1), ε→ 0, 0 ≤ x ≤ T.

Таким образом, нами доказана

Теорема 1. Для решения задачи Коши (2.1)-(2.2) при ε→ 0, x ∈ [0, T ]
справедливо асимптотическое разложение (2.5).

Замечание 1. Аналогично, можно построить равномерное асимпто-
тическое разложение решения задачи Коши

εy′ε(x) + xαp(x)yε(x) = f(x), 0 < x ≤ T,

Известия Иркутского государственного университета.
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yε(0) = y0,

где 0 < α — рациональное число, p, f ∈ C∞[0, T ], 0 < p(x), x ∈ [0, T ],
f0 6= 0.

3. Постановка задачи 2.

Рассмотрим бисингулярную задачу Дирихле

εy′′ε (x)−
√
xyε(x) = f(x), 0 < x < 1, (3.1)

yε(0) = 0, yε(1) = 0, (3.2)

где 0 < ε — малый параметр, f ∈ C∞[0, 1], f(0) 6= 0.
Не нарушая общности, рассматриваем однородные граничные усло-

вия, так как неоднородные граничные условия yε(0) = a, yε(1) = b с
помощью линейного преобразования yε(x) = a+ (b− a)x+ zε(x) всегда
можно привести к однородным граничным условиям zε(0) = 0, zε(1) =
0.

Задача (3.1)-(3.2) имеет единственное решение, с помощью модифи-
цированных функции Бесселя можно записать явное решение. Требует-
ся построить равномерное асимптотическое разложение решения yε(x)
по малому параметру ε на отрезке x ∈ [0, 1], когда ε→ 0.

Здесь тоже решение соответствующего невозмущенного уравнения
(ε = 0)

−√xy0(x) = f(x)

не удовлетворяет краевым условиям (3.2) и не является гладкой функ-
цией на отрезке [0, 1], точку = 0 называют дробной точкой поворота
[10]. Следовательно, задача (3.1)-(3.2) является бисингулярной [5].

Рассмотрим стандартное (классическое) внешнее разложение реше-
ния задачи (3.1)-(3.2):

Yε(x) = y0(x) + εy1(x) + . . .+ εnyn(x) + . . . (3.3)

Подставляя (3.3) в (3.1) и приравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях ε, получаем рекуррентную систему для определения
yk(x):

−√xy0(x) = f(x), y′′k−1(x)−
√
xyk(x) = 0, k ∈ N.

Отсюда последовательно определяем yk(x):

y0(x) = −f(x)/
√
x, yk(x) = y′′k−1(x)/

√
x, k ∈ N.

Нетрудно заметить, что функции yk(x) имеют нарастающие особен-
ности вида:

yk(x) = O(x−(5k+1)/2), x→ 0, k ∈ N0 = N ∪ {0}.
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Следовательно, ряд (3.3) тоже является асимптотическим только при
5
√
ε2 < x ≤ 1 и теряет асимптотический характер при 0 ≤ x ≤ 5

√
ε2.

Построение асимптотического решения. Для построения рав-
номерного асимптотического разложения решения задачи (3.1)–(3.2)
применяем выше изложенную идею. Формальное асимптотическое ре-
шение будем искать в виде:

yε(x) =

∞∑

k=0

εkvk(x) +

∞∑

k=−1

µkπk(t) +

∞∑

k=0

λkwk(τ), (3.4)

где t = x/µ2, µ = 5
√
ε, λ =

√
ε, τ = (1 − x)/λ,

∞∑
k=0

εkvk(x) — модифици-

рованное внешнее решение, без особенностей в нуле.
Уравнение (3.1) запишем в виде

εy′′ε (x)−
√
xyε(x) = f(x)− hε(x) + hε(x), 0 < x < 1, (3.5)

где

hε(x) =

∞∑

k=0

(
ε2kh2k(x) + ε2k+1

(h2k+1,1√
x

+
h2k+1,3√

x3

))
,

hk, hk,j — пока неизвестные постоянные.
Подставляя (3.4) в (3.5) имеем:

∞∑

k=1

εk(v′′k−1(x)−
√
xvk(x))−

√
xv0(x) +

∞∑

k=0

µk(π′′
k−1(t)−

√
tπk(t))+

+

∞∑

k=0

λkw′′
k(τ)−

√
1− λτ

∞∑

k=0

λkwk(τ) = f(x)− hε(x) + hµ5(tµ2).

Отсюда, получаем

∞∑

k=1

εk(v′′k−1(x)−
√
xvk(x))−

√
xv0(x) = f(x)− hε(x); (3.6)

∞∑

k=0

µk(π′′
k−1(t)−

√
tπk(t)) = hµ5(tµ2); (3.7)

∞∑

k=0

λkw′′
k(τ)−

√
1− λτ

∞∑

k=0

λkwk(τ) = 0. (3.8)

Из равенства (3.6) имеем:

v0(x) = −
1√
x
(f(x)− h0), v1(x) =

1√
x

(
v′′0(x) +

h1,1√
x

+
h1,3√
x3

)
,
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v2n(x) =
1√
x
(v′′2n−1(x) + h2n),

v2n+1(x) =
1√
x

(
v′′2n(x) +

h2n+1,1√
x

+
h2n+1,3√

x3

)
, n ∈ N.

И здесь неизвестные коэффициенты hk, hk,j выберем так, чтобы

v2k(x) =
√
xṽ2k(x), ṽ2k ∈ C∞[0, 1], v2k+1 ∈ C∞[0, 1], k ∈ N0.

Пусть

h0 = f0, h2n = −v′′2n−1(0), h2n−1,3 = − lim
x→0

√
x3v′′2n−2(x),

h2n−1,1 = − lim
x→0

√
x
(
v′′2n−2(x) +

h2n−1,3√
x3

)
, n ∈ N,

тогда

v0(x) = −
∞∑

k=0

fk+1x
k+1/2, v1(x) =

∞∑

k=0

(k + 3/2)(k + 5/2)fk+3x
k, . . . ,

v2n(x) =

∞∑

k=0

v2n,kx
k+1/2, v2n+1(x) =

∞∑

k=0

v2n+1,kx
k, . . .

Заметим, что v2n(0) = 0, n ∈ N0.
В результате нами определены все функции vk(x) и неизвестные

коэффициенты hk, hk,j . Из равенства (3.7) имеем:

∞∑

k=0

µk(π′′
k−1(t)−

√
tπk(t)) =

∞∑

k=0

µ10k
(
h2k +

1√
t
µ4h2k+1,1 +

1√
t3
µ2h2k+1,3

)
.

Отсюда, учитывая краевое условие yε(0) = 0, и v2n(0) = 0, n ∈ N0,
имеем:

Lπ10k−1 ≡ π′′
10k−1(t)−

√
tπ10k−1(t) = h2k, t ∈ (0,∞),

π10k−1(0) = 0, k ∈ N0; (3.9)

Lπ10k+2j = 0, t ∈ (0,∞), π10k+2j(0) = 0, j = 0, 1, 2, 3, 4, k ∈ N0; (3.10)

Lπ10k+1 =
h2k+1,3√

t3
, t ∈ (0,∞), π10k+1(0) = 0, k ∈ N0; (3.11)

Lπ10k+3 =
h2k+1,1√

t
, t ∈ (0,∞), π10k+3(0) = 0, k ∈ N0; (3.12)

Lπ10k+5 = 0, t ∈ (0,∞), π10k+5(0) = −v2k+1(0), k ∈ N0; (3.13)

Lπ10k+7 = 0, t ∈ (0,∞), π10k+7(0) = 0, k ∈ N0. (3.14)



116 Д. А. ТУРСУНОВ, К. Г. КОЖОБЕКОВ

Дополнительно потребуем, чтобы

lim
t→∞

πk−1(t) = 0, k ∈ N0. (3.15)

Справедлива

Лемма 1. Задача

z′′(t)−
√
tz(t) =

c√
tk
, t ∈ (0,∞), k = 0, 1, 3, z(0) = z0, lim

t→∞
z(t) = 0

имеет единственное решение (c, z0 — const).

Доказательство. Однородное уравнение

z̃′′(t)−
√
tz̃(t) = 0

имеет два независимых решения:

z1(t) =
√
tI2/5(4t

5/4/5), z2(t) =
√
tK2/5(4t

5/4/5),

где I2/5(s),K2/5(s) — модифицированные функции Бесселя.
Отметим, что

z1(t) = O(t−1/8e
4
5
t5/4), z2(t) = O(t−1/8e−

4
5
t5/4), t→∞,

z1(0) = 0, z2(0) 6= 0,W (z1(t), z2(t)) = 1/c1, 0 6= c1 − const.

Учитывая экспоненциальное убывание функции z2(t) при t→∞, мо-
жем ее использовать для построения решения неоднородного уравнения
с соответствующим краевым условием. Таким образом, имеем

z(t) =
z0z2(t)

z2(0)
+ cc1

(
z2(t)

∫ t

0
s−k/2z1(s)ds+ z1(t)

∫ ∞

t
s−k/2z2(s)ds

)
.

Из асимптотического поведения функции z1(t) и z2(t) при t → ∞
следует: z(t) = O(t−(k+1)/2), а когда t → 0, то z(t) = O(t2−k/2), k =
0, 1, 3. Лемма доказана.

В силу этой леммы, задачи (3.10), (3.14) с дополнительным условием
(3.15) имеют тривиальные решения. А решения задач (3.9), (3.11)-(3.13)
удовлетворяющие условию (3.15) представимы в виде, соответственно:

π10k−1(t) = h2kc2

(
z2(t)

∫ t

0
z1(s)ds+ z1(t)

∫ ∞

t
z2(s)ds

)
,

π10k+1(t) = h2k+1,3c2

(
z2(t)

∫ t

0
s−3/2z1(s)ds + z1(t)

∫ ∞

t
s−3/2z2(s)ds

)
,

π10k+3(t) = h2k+1,1c2

(
z2(t)

∫ t

0
s−1/2z1(s)ds + z1(t)

∫ ∞

t
s−1/2z2(s)ds

)
,
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π10k+5(t) = −v2k+1(0)
z2(t)

z2(0)
, k ∈ N0,

и справедливы соотношения

π10k−1(t) = O(t−1/2), π10k+1(t) = O(t−2), π10k+3(t) = O(t−1), t→∞;

π10k−1(t) = O(t2), π10k+1(t) = O(t1/2), π10k+3(t) = O(t1/3), t→ 0.

А также

∞∑

k=−1

µkπk(t) =
∥∥∥t = x/µ2

∥∥∥ =
∞∑

k=−1

µkπk

( x

µ2

)
=

∞∑

k=0

εkπ̃k(x, ε). (3.16)

Перейдем теперь к определению членов ряда
∞∑
k=0

λkwk(τ). Из (3.8)

имеем

w′′
0(τ)−w0(τ) = 0, w′′

k(τ)−wk(τ) = gk(τ, w0, ..., wk−1), τ ∈ (0,∞), (3.17)

где правые части gk(τ, w0, ..., wk−1) линейно зависят от предыдущих
w0, ..., wk−1, и полиномиально зависят от τ . Учитывая граничное усло-
вие y(1) = 0 и (3.16) имеем:

w2k(0) = −vk(1)− π̃k(1), w2k+1(0) = 0, k ∈ N0. (3.18)

Как нам известно [5], задачи (3.17)-(3.18) имеют единственные ре-
шения и экспоненциально убывают, когда τ → ∞, т.е. wk(τ) = O(e−τ ),
τ →∞.

Таким образом, нами определены все члены формального асимпто-
тического разложения (3.4).

Обоснование асимптотического решения. Для обоснования это-
го формального разложения оценим остаточный член

Rε,2m+1(x) = yε(x)− yε,2m+1(x),

где

yε,2m+1(x) =
2m+1∑

k=0

εkvk(x) +
10m+5∑

k=−1

µkπk(t) +
4m+2∑

k=0

λkwk(τ), 0 < m.

Для остаточного члена получим следующую задачу:

εR′′
ε,2m+1(x)−

√
xRε,2m+1(x) = O(ε2m+2), ε→ 0, 0 < x < 1, (3.19)

Rε,2m+1(0) = O(e−1/
√
ε), Rε,2m+1(1) = O(ε2m+2), ε→ 0. (3.20)
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Пусть Rε,2m+1(x) = (2−x2)rε,2m+1(x), тогда задача (3.19)-(3.20) при-
мет вид

εr′′ε,2m+1(x)−
4εx

2−x2 r
′
ε,2m+1(x)−

( 2ε

2−x2+
√
x
)
rε,2m+1(x)=O(ε2m+2), ε→0,

rε,2m+1(0)=O(e−1/
√
ε), rε,2m+1(1)=O(ε2m+2), ε→ 0.

Для этой задачи применяя теорему 26.2, [6], получаем rε,2m+1(x) =
O(ε2m+1).

Отсюда, следует, что Rε,2m+1(x) = O(ε2m+1), ε→ 0, x ∈ [0, 1].
Таким образом, доказана

Теорема 2. Асимптотическое решение задачи Дирихле (3.1)-(3.2)
при ε→ 0, x ∈ [0, 1], представимо в виде (3.4).

Замечание 2. Для простоты мы рассматривали простой случай,
аналогично строится равномерное асимптотическое разложение реше-
ния задачи Дирихле

εy′′ε (x)− xαp(x)yε(x) = f(x), 0 < x < 1,

yε(0) = 0, yε(1) = 0,

где 0 < α — рациональное число, p, f ∈ C∞[0, 1], f(0) 6= 0, 0 < p(x),
x ∈ [0, 1].

Заключение. Модифицированным методом пограничных функций
построили полные асимптотические разложения решений сингулярно
возмущенных уравнений с дробными точками поворота. При этом до-
казано, что главные члены асимптотических разложений имеют от-
рицательные дробные степени по малому параметру, что свойственно
бисингулярным задачам. Построенные разложения решений являются
асимптотическими в смысле Эрдей, когда ε→ 0. Получены оценки для
остаточных членов, т. е. асимптотические разложения обоснованы.
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D. A. Tursunov, K. G. Kozhobekov

The Asymptotics of Solutions of a Singularly Perturbed Equa-

tion with a of Fractional Turning Point

Abstract. We develop the classical Vishik – Lyusternik – Vasil’eva – Imanaliev
boundary-value method for constructing uniform asymptotic expansions of solutions of
singularly perturbed equations with singular points. In this paper, by modernizing the
classical method of boundary functions, uniform asymptotic expansions of solutions of
singularly perturbed equations with a fractional turning point are constructed. As we
know, problems with turning points are encountered in the Schrodinger equation for the



120 Д. А. ТУРСУНОВ, К. Г. КОЖОБЕКОВ

tunnel junction, problems with a classical oscillator, problems of continuum mechan-
ics, the problem of hydrodynamic stability, the Orr – Sommerfeld equation, and also
in the determination of heat to a pipe, etc. Determination of the behavior of solving
similar problems with aspiration small (large) parameter to zero (to infinity) is an actual
problem. We study the Cauchy and Dirichlet problems for singularly perturbed linear
inhomogeneous ordinary differential equations of the first and second order, respectively.
Here it is proved that the principal terms of the asymptotic expansions have negative
fractional powers with respect to a small parameter. As practice shows, solutions to most
singularly perturbed equations with singular points have this property. The constructed
decompositions of the solutions are asymptotic in the sense of Erdey, when the small
parameter tends to zero. Estimates for the remainder terms of the asymptotic expansions
are obtained. The asymptotic expansions are justified. The idea of modifying the method
of boundary functions is realized for ordinary differential equations, but it can also be used
in constructing the asymptotic of the solution of singularly perturbed partial differential
equations with singularities.

Keywords: singularly perturbed, turning point, bisingular problem, Cauchy prob-
lem, Dirichlet problem.
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