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Аннотация. В статье рассматриваются модели эпидемий трансмиссивных заболе-
ваний с возрастной структурой, динамика которых описывается SEI-SEIR системами
дифференциальных уравнений в частных производных для человеческой популя-
ции и SEI системой обыкновенных дифференциальных уравнений для популяции
переносчиков. На основе этих моделей формулируются задачи оптимального управ-
ления уровнем финансирования программ по ограничению передачи инфекции от
переносчиков болезни к людям. В качестве цели оптимизации в таких задачах
выбрана совокупная минимизация количества зараженных людей и затраченных
на ограничение распространения болезни средств. Для разрешения противоречиво-
сти критериев оптимальности в целевом функционале используется подход весовых
коэффициентов. Задача в исходной постановке является нелинейной, и поэтому
возникают сложности в построении численных методов более эффективных, чем
методы, основанные на принципе максимума Понтрягина, или градиентные методы.
По этой причине в статье делается упрощающее предположение о том, что доля
зараженных переносчиков в популяции, а также сама величина популяции перенос-
чиков являются постоянными величинами. Конечно, такое изменение постановки
задачи не позволяет достаточно полно исследовать исходную модель, в которой
динамика популяции переносчиков описывается дифференциальными уравнениями,
но дает возможность упростить исходные нелинейные модели и свести их к задачам
оптимального управления с линейной по фазовым переменным динамической систе-
мой. Для этой задачи с распределенными параметрами построены точные формулы
приращения функционала и численные методы улучшения управления, основанные
на этих формулах. Данные методы обладают большей эффективностью по срав-
нению с известными стандартными методами, так как позволяют за одно решение
задачи Коши построить улучшающее управление. Кроме того, эти методы обладают
возможностью улучшения экстремальных и вырожденных допустимых управлений.

Ключевые слова: оптимальное управление, формулы приращения функционала,
модели эпидемии с возрастной структурой, трансмиссивные заболевания.
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1. Введение

Трансмиссивные болезни — одна из важнейших угроз общественному
здоровью, особенно в странах с тропическим климатом. В современном
мире значительное воздействие на распространение болезней оказыва-
ют глобализация поездок и торговли, бесплановая урбанизация и такие
экологические проблемы, как изменение климата. Для предсказания
динамики болезней, оценки угроз и выбора мер по контролю заболе-
ваемости возникает необходимость в математическом моделировании
процессов, происходящих во время эпидемий.

Один из пионеров в области математического моделирования эпиде-
мий, Росс, в 1904 г. разработал математические модели, описывающие
перемещение взрослых комаров [11] и модель распространения маля-
рии [10; 12]. Макдональд, основываясь на идеях Росса, более подробно
изучил энтомологические и демографические аспекты распространения
малярии [8]. В 1974 г. Хоппэнстэд опубликовал одну из первых моде-
лей эпидемии с возрастной структурой в [5] и предложил несколько
различных видов дифференциальных систем, описывающих динамику
передачи болезни [6]. В 1982 году Бейли расширил вторую модель Росса
и представил общую модель распространения болезней в виде SIR и
SI моделей. В 1992 Ньютон и Рейтер опубликовали SEIR − SEI мо-
дели для лихорадки денге. В [4; 7] подробно исследованы SEI − SEIR
модели, доказаны существование и единственность неотрицательного
решения, и существование стационарных точек. В [9] с помощью разде-
ления человеческой популяции на конечное число возрастных групп ав-
тор нашел базовый репродуктивный номер болезни для задачи с SEIR
системой, зависящей от возраста.
SEI − SEIR модели с возрастной структурой построены на основе

популяционной модели Маккендрика-фон Ферстера. В зависимости от
свойств болезни, в дифференциальных системах, которые описывают
динамику распространения инфекции, используются различные набо-
ры популяционных групп. В SEI моделях общее количество индивидов
в популяции N делится на три класса: S – количество восприимчивых к
болезни, E — количество зараженных, которые еще не являются зараз-
ными и I – количество зараженных и способных к передаче инфекции. В
SEIR моделях добавляется в рассмотрение класс иммунных к болезни
индивидов R. Отличие SI −SIR моделей от SEI − SEIR заключается
лишь в том, что в первых убирается из рассмотрения класс людей ко-
торые заразились, но еще не являются заразными. Это удобно в случае,
когда инкубационным периодом патогена можно пренебречь.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты 14-01-00564, 14-
41-04146-р-сибирь_а.
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В статье приводятся основные модели распространения трансмис-
сивных болезней. На их основе формулируются задачи оптимального
управления, смысл которых заключается в выборе наилучшей страте-
гии финансирования программ по борьбе с распространением инфек-
ции. Целью оптимизации в данных задачах является минимизация со-
вокупности заразившихся людей и затраченных на ограничение распро-
странения болезни средств. Вообще говоря, эти два критерия являются
противоположными, т. е. уменьшение одного из них неизбежно влечет
увеличение другого. Чтобы устранить данное противоречие использу-
ется стандартный прием весовых коэффициентов, который позволяет
учитывать оба критерия оптимальности.

В этой статье из разнообразных моделей, связанных с указанной про-
блематикой, достаточно подробно рассматриваются две модели.
Первая из них описывает процессы, происходящие при малярии, вторая
— при лихорадке денге. Обе модели являются более адекватными и
информативными, если они используются в совокупности с системой
обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих структу-
ру в популяции переносчиков болезни. К сожалению, задача в такой
постановке является нелинейной и разработать для нее качественные
методы, обладающие большей эффективностью, чем широко известные
методы градиентного типа [1], а также методы, основанные на принципе
максимума Понтрягина, представляется довольно затруднительным. В
то же время, указанные модели обладают определенной спецификой,
которая позволяет надеяться на эффективное использование методов,
разработанных В. А. Срочко [2] для линейных по фазовым перемен-
ным задач оптимального управления системами обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Эти методы основаны на так называемых
точных формулах приращения целевого функционала. Благодаря ре-
курсивным процедурам построения улучшающих управлений, данные
формулы дают возможность строить эффективные численные мето-
ды. Такие методы позволяют улучшать и экстремальные управления,
что является их большим достоинством. В этой статье, основываясь
на упрощающих предположениях о том, что численность популяции,
а также доля зараженных переносчиков являются постоянными, мы
существенно упрощаем приводимые задачи оптимального управления с
целью показать возможность использования методики точных формул
приращения для задач с распределенными параметрами исследуемого
типа.

Известия Иркутского государственного университета.
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2. Постановка задач оптимального управления,
возникающих при исследовании проблемы

распространения трансмиссивных заболеваний

Рассмотрим SEI и SEIR дифференциальные системы, описываю-
щие динамику распространения болезни, и запишем задачу оптималь-
ного управления уровнем финансирования программ по борьбе с эпиде-
мией. Напомним, что S, E, I и R обозначают, соответственно, воспри-
имчивых к болезни, заразившихся, но еще не являющихся заразными,
заразившихся и способных к передаче инфекции и иммунных, устой-
чивых к болезни людей. Пусть t и s — независимые переменные, обо-
значающие, соответственно, время и возраст, s ∈ [s0, s1], t ∈ [t0, t1],Π =
[s0, s1]× [t0, t1]. Тогда SEI систему дифференциальных уравнений, мо-
делирующих процесс распространения малярии, можно записать в виде

St + Ss = −λ(Iv(t), u, s, t)S(s, t) − μ(s)S(s, t) + γ(s)I(s, t),

Et + Es = λ(Iv(t), u, s, t)S(s, t) − μ(s)E(s, t)− ε(s)E(s, t),

It + Is = ε(s)E(s, t)− (μ(s) + ω(s) + γ(s))I(s, t),

(2.1)

с начальными

S(s, t0) = S0(s), E(s, t0) = E0(s), I(s, t0) = I0(s) (2.2)

и граничными

S(s0, t) = B,E(s0, t) = 0, I(s0, t) = 0 (2.3)

условиями. Жизненный цикл переносчиков болезни достаточно мал,
поэтому мы можем пренебречь возрастом комаров. Тогда система, опи-
сывающая динамику распространения патогена в популяции перенос-
чиков, будет формироваться следующими обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями

d
dtSv = Λv − λv(I(s, t), t)Sv − μvSv,

d
dtEv = λv(I(s, t), t)Sv − (μv + εv)Ev,

d
dtIv = εvEv − μvIv.

(2.4)

В этой модели Sv(t), Ev(t), Iv(t) — соответственно плотность в по-
пуляции восприимчивых, зараженных и способных к передачи болезни
комаров в момент времени t, λ(Iv(t), u, s, t) — сила инфекции, т. е. доля
новых заболевших за единицу времени от общего числа восприимчивых,
μ(s) — естественный уровень смертности, ω(s) — уровень смертности
от болезни, ε(s) — уровень перехода заразившихся в стадию зараз-
ных, γ(s) — уровень выздоровления, B — уровень рождаемости, Λv
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— фертильность в популяции переносчиков, λv(I(s, t), t) — сила инфек-
ции в популяции переносчиков, зависящая от количества способных к
передаче болезни людей, μv — уровень смертности в популяции кома-
ров, εv — уровень перехода переносчиков из состояния зараженных в
стадию способных к распространению болезни и u(s, t), (s, t) ∈ Π —
доля вкладываемых средств от необходимых затрат, требуемых для
максимального ограничения передачи инфекции.

В отличие от малярии, болеющие денге получают пожизненный им-
мунитет к болезни после выздоровления, поэтому расширим систему
(2.1) введя класс людей получивших иммунитет R. Система уравнений,
описывающих динамику распространения денге, будет иметь следую-
щий вид:

St + Ss = −λ(Iv(t), u, s, t)S(s, t) − μ(s)S(s, t),

Et + Es = λ(Iv(t), u, s, t)S(s, t) − μ(s)E(s, t)− ε(s)E(s, t),

It + Is = ε(s)E(s, t)− (μ(s) + ω(s) + γ(s))I(s, t),

Rt +Rs = γ(s)I(s, t)− μ(s)R(s, t),

(2.5)

с начальными

S(s, t0) = S0(s), E(s, t0) = E0(s), I(s, t0) = I0(s), R(s, t0) = R0(s) (2.6)

и граничными

S(s0, t) = B,E(s0, t) = 0, I(s0, t) = 0, R(s0, t) = 0 (2.7)

условиями. Дифференциальная система, описывающая распростране-
ние болезни в популяции переносчиков, идентична системе (2.4).

Целью управления в системах (2.1)− (2.3) и (2.5)− (2.7) естественно
считать минимизацию численности инфицированных людей на протя-
жении всего периода наблюдения и затрат на финансирование про-
грамм по ограничению распространения эпидемии, то есть

J(u) =

∫∫
Π
[C1I(s, t) + C2u(s, t)]dsdt→ min. (2.8)

Здесь C1 и C2 – весовые коэффициенты, t ∈ [t0, t1], s ∈ [s0, s1].
В общем случае сила инфекции λ зависит от количества инфициро-

ванных переносчиков Iv. Поэтому учет динамики распространения па-
тогена в популяции переносчиков с помощью системы (2.4) приводит к
утрате линейности управляемых систем (2.1)−(2.3) и (2.5)−(2.7) по фа-
зовым переменным. Для возможности применения численного метода
решения задачи, основанного на точных формулах приращения функ-
ционала, предположим, что сила инфекции не зависит от количества

Известия Иркутского государственного университета.
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зараженных комаров. Тогда, учитывая, что системы (2.1) и (2.5) с фор-
мальной точки зрения отличаются друг от друга лишь размерностью,
в следующем пункте сформулируем задачу оптимального управления,
в которой управляемая система формально включает в себя системы
(2.1), (2.5). Очевидно, такой подход позволяет проводить математиче-
ское изучение единым образом для задач оптимального управления,
основанных как на системе (2.1), так и на системе (2.5).

3. Постановка линейной по фазовой переменной задачи
оптимального управления

Пусть управляемый процесс {u, x} в области Π подчинен системе
дифференциальных уравнений

xt + xs = f(x, u, s, t), (3.1)

с начальными условиями

x(s0, t) = q(t), x(s, t0) = x0(s). (3.2)

Требуется среди измеримых функций u, удовлетворяющих почти всюду
в Π ограничениям

u(s, t) ∈ U, (3.3)

найти такую, которая доставляет минимум функционалу

J(u) =

∫
S
< ϕ1(s, t1), x(s, t1) > ds+

∫∫
Π
Φ(x, u, s, t)dsdt → min. (3.4)

Здесь x(s, t) – n-мерная вектор-функция, функция Φ(x, u, s, t) и вектор-
функция f(x, u, s, t) линейны по переменной x, то есть

Φ(x, u, s, t) =< a(u, s, t), x(s, t) > +b0(u, s, t),

f(x, u, s, t) = A(u, s, t)x(s, t) + b(u, s, t),

где A(u, s, t) – матричная функция, a(u, s, t) и b(u, s, t) – n-мерные век-
тор-функции.

Понятно, что если в задаче (3.1) − (3.4) положить x = (S,E, I),
q(t) = (B, 0, 0), x0 = (S0(s), E0(s), I0(s)), ϕ1(s, t1) = 0 и Φ(x, u, s, t) =
C1I(s, t) + C2u(s, t), то получим задачу вида (2.1) − (2.3), (2.8). Также,
если в задаче (3.1) − (3.4) выбрать x = (S,E, I,R), q(t) = (B, 0, 0, 0),
x0 = (S0(s), E0(s), I0(s), R0(s)), ϕ1(s, t1) = 0 и Φ(x, u, s, t) = C1I(s, t) +
C2u(s, t), то получим задачу вида (2.5) − (2.7), (2.8).

Терминальная часть критерия (3.4), вообще говоря, вполне может
содержать интеграл
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T < ϕ2(s1, t), x(s1, t) > dt.

С математической точки зрения, наличие такого дополнительного сла-
гаемого в терминальном критерии фактически ничего не меняет и не
усложняет задачу, но при погружении задач (2.1)–(2.3),(2.8) и (2.5)–
(2.7),(2.8) в приведенную формализованную постановку (3.1) − (3.4),
это терминальное слагаемое в функционале не задействовано, так как
в данных моделях x(s1, t) = 0.

Обсудим некоторые соображения, связанные с формальной коррект-
ностью рассматриваемой задачи оптимального управления. Прежде
всего следует пояснить смысл обобщенного решения системы (3.1) с
начальными условиями (3.2) при разрывных допустимых управлениях
(3.3). Как известно, классическое (гладкое) решение системы (3.1) в
условиях разрывности управления, вообще говоря, не существует. По
этой причине, с формальной точки зрения, мы не можем пользовать-
ся записью частных производных xt, xs. С другой стороны, в работе
[3] этот вопрос исследован для гораздо более общих гиперболических
систем, нежели чем (3.1), поэтому здесь мы будем использовать резуль-
таты этой работы. В частности, в ней доказано существование и един-
ственность обобщенного решения, которое является измеримой и су-
щественно ограниченной функцией, обладающей производными вдоль
характеристик. В данном случае характеристики являются семейством
прямых вида s = ξ + t, где ξ — некоторая константа, позволяющая
выделять конкретную характеристику в допустимой области Π. Также
в [3] доказано, что оператор Dx, который в случае существования част-
ных производных xt, xs имеет вид Dx = xt + xs, существует и тогда,
когда эти производные теряют смысл, и также является измеримой и
существенно ограниченной функцией, то есть Dx ∈ L∞(Π). В той же
работе доказана справедливость формулы интегрирования по частям∫∫

Π
< ψ,DΔx > dsdt =

∫
T
< ψ(s1, t),Δx(s1, t) > dt−

−
∫
T
< ψ(s0, t),Δx(s0, t) > dt+

∫
S
< ψ(s, t1),Δx(s, t1) > ds− (3.5)

−
∫
S
< ψ(s, t0),Δx(s, t0) > ds−

∫∫
Π
< Dψ,Δx > dsdt,

которая в последующем нам будет необходима.

4. Точные формулы приращений целевого функционала и
численные методы, построенные на их основе

Пусть {u, x} и {ũ = u + Δu, x̃ = x + Δx} – некоторые допустимые
процессы в задаче (3.1) − (3.4). Обозначим
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Δf(x, u, s, t) = f(x̃, ũ, s, t)− f(x, u, s, t)

и

ΔΦ(x, u, s, t) = Φ(x̃, ũ, s, t)−Φ(x, u, s, t).

Рассмотрим систему (3.1) в приращениях

DΔx = Δf(x, u, s, t)

с начальными условиями

Δx(s0, t) = 0, Δx(s, t0) = 0.

Определим приращение ΔJ(u) = J(ũ)− J(u). Понятно, что

ΔJ(u) =
∫
S < ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds+

∫∫
ΠΔΦ(x, u, s, t)dsdt.

Очевидно, для произвольной векторной функции ψ справедливо равен-
ство

ΔJ(u) =
∫
S < ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds+

+
∫∫

Π < ψ,DΔx−Δf(x, u, s, t) > dsdt+
∫∫

ΠΔΦ(x, u, s, t)dsdt.

Воспользуемся формулой (3.5) и, принимая во внимание, чтоΔx(s, t0) =
Δx(s0, t) = Δx(s1, t) = 0, получим∫∫

Π < ψ,DΔx > dsdt =
∫
S < ψ(s, t1),Δx(s, t1) > ds−

−
∫∫

Π < Dψ,Δx > dsdt.

Тогда приращение целевого функционала ΔJ(u) можно записать сле-
дующим образом

ΔJ(u) =
∫
S < ψ(s, t1) + ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds−

−
∫∫

Π[< Dψ,Δx > + < ψ,Δf(x, u, s, t) > −ΔΦ(x, u, s, t)]dsdt.

Введем в рассмотрение функцию Понтрягина

H(ψ, x, u, s, t) =< ψ, f(x, u, s, t) > −Φ(x, u, s, t)

и ее приращение

ΔH(ψ, x, u, s, t) =< ψ,Δf(x, u, s, t) > −ΔΦ(x, u, s, t).

Тогда

ΔJ(u) =
∫
S < ψ(s, t1) + ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds−
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−
∫
Π[< Dψ,Δx > +ΔH(ψ, x, u, s, t)]dsdt.

Запишем приращение функции Понтрягина двумя различными спосо-
бами:

ΔH(ψ, x, u, s, t) = H(ψ, x̃, ũ, s, t)−H(ψ, x̃, u, s, t)+

+H(ψ, x̃, u, s, t)−H(ψ, x, u, s, t) = ΔũH(ψ, x̃, u, s, t) + Δx̃H(ψ, x, u, s, t)

и

ΔH(ψ, x, u, s, t) = H(ψ, x̃, ũ, s, t)−H(ψ, x, ũ, s, t)+

+H(ψ, x, ũ, s, t)−H(ψ, x, u, s, t) = Δx̃H(ψ, x, ũ, s, t) + ΔũH(ψ, x, u, s, t).

Ввиду линейности функции Понтрягина по переменной x, справедливо
соотношение

Hx(ψ, x, u, s, t) = AT (u, s, t)ψ − a(u, s, t),

где T – знак транспонирования. Тогда в первом случае

Δx̃H(ψ, x, u, s, t) =< Hx(ψ, x̃, u, s, t),Δx >

и, аналогично, во втором

Δx̃H(ψ, x, ũ, s, t) =< Hx(ψ, x, ũ, s, t),Δx > .

Приращение целевого функционала для первого случая можно запи-
сать в виде

ΔJ(u) =
∫
S < ψ(s, t1) + ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds−

−
∫∫

Π[< Dψ +Hx(ψ, x, u, s, t),Δx > +ΔũH(ψ, x̃, u, s, t)]dsdt

и, соответственно, для второго

ΔJ(u) =
∫
S < ψ(s, t1) + ϕ1(s, t1),Δx(s, t1) > ds−

−
∫∫

Π[< Dψ +Hx(ψ, x, ũ, s, t),Δx > +ΔũH(ψ, x, u, s, t)]dsdt.

Подчиним векторную функцию ψ сопряженной задаче

Dψ = −Hx(ψ, x, u, s, t), ψ(s, t1) = −ϕ1(s, t1), ψ(s1, t) = 0.

Тогда первая формула приращения целевого функционала примет вид

ΔJ(u) = −
∫∫

Π
ΔũH(ψ, x̃, u, s, t)dt. (4.1)

Во втором случае определим функцию ψ̃ как решение задачи
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Dψ̃ = −Hx(ψ̃, x, ũ, s, t), ψ̃(s, t1) = −ϕ1(s, t1), ψ̃(s1, t) = 0

и получим вторую точную формулу приращения целевого функционала

ΔJ(u) = −
∫∫

Π
ΔũH(ψ̃, x, u, s, t)dt. (4.2)

Будем считать далее, что задача на максимум функции Понтрягина

H(ψ, x, u, s, t) −→ max, u ∈ U

допускает аналитическое решение

u∗(ψ, x, s, t) = argmaxu∈U H(ψ, x, u, s, t).

В этом предположении опишем возможные алгоритмы улучшения про-
извольного допустимого управления, основанные на точных формулах
приращения целевого функционала (4.1),(4.2).

Опишем алгоритм улучшения допустимых управлений, построенный
на основе первой формулы приращения.

Алгоритм 1. Пусть на k-ой итерации имеется некоторое допустимое
управление uk.
Шаг 1. Найдем решение ψ(uk, s, t) сопряженной задачи

Dψ = −AT (uk, s, t)ψ + a(uk, s, t),

ψ(s, t1) = −ϕ1(s, t1), ψ(s1, t) = 0.

Шаг 2. Найдем решение x(s, t) фазовой системы

Dx = f(x, u∗(ψ(uk, s, t), x, s, t), s, t)

x(s0, t) = q(t), x(s, t0) = x0(s).

Шаг 3. Сформируем новое управление

uk+1 = u∗(ψ(uk, s, t), x(s, t), s, t).

Далее опишем алгоритм улучшения допустимых управлений, постро-
енный на основе второй формулы приращения функционала.

Алгоритм 2. Пусть на k-ой итерации имеется некоторое допустимое
управление uk.
Шаг 1. Найдем решение x(uk, s, t) фазовой системы

Dx = f(x, uk, s, t)

x(s0, t) = q(t), x(s, t0) = x0(s).
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Шаг 2. Найдем решение ψ(s, t) сопряженной задачи

Dψ = −AT (u∗(ψ, x(uk, s, t), s, t), s, t)ψ + a(u∗(ψ, x(uk , s, t), s, t), s, t),

ψ(s, t1) = −ϕ1(s, t1), ψ(s1, t) = 0.

Шаг 3. Сформируем новое управление

uk+1 = u∗(ψ(s, t), x(uk , s, t), s, t).

Цена каждого улучшения в приведенных алгоритмах — решение
двух задач Коши. Ниже приведем комбинированный алгоритм, в ко-
тором, вообще говоря, происходит двойное улучшение функционала в
результате интегрирования двух задач Коши.

Алгоритм 3. Пусть имеется некоторое допустимое управление u0.
Шаг 0. Присвоим значение счетчику итераций k := 0, найдем решение
xk(s, t) фазовой системы

Dx = f(x, uk, s, t)

x(s0, t) = q(t), x(s, t0) = x0(s).

и подсчитаем значение функционала J(x0, u0).
Шаг 1. Найдем решение ψk(s, t) сопряженной задачи

Dψ = −AT (u∗(ψ, xk(s, t), s, t), s, t)ψ + a(u∗(ψ, xk(s, t), s, t), s, t),

ψ(s, t1) = −ϕ1(s, t1), ψ(s1, t) = 0.

Шаг 2. Сформируем промежуточное управление

v(s, t) = u∗(ψk(s, t), xk(s, t), s, t).

Шаг 3. Найдем решение xk+1(s, t) фазовой системы

Dx = f(x, u∗(ψk(s, t), x, s, t), s, t)

x(s0, t) = q(t), x(s, t0) = x0(s).

Шаг 4. Сформируем новое управление

uk+1 = u∗(ψk(s, t), xk+1(s, t), s, t).

и вычислим значение функционала J(xk+1, uk+1).
Шаг 5. Если J(xk, uk)− J(xk+1, uk+1) > ε, где ε — некоторая заданная
точность вычислений, переопределяем k := k + 1 и возвращаемся к
первому шагу. В противном же случае uk+1 — искомое управление.
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R. M. Batalin, V. A. Terletskiy

Optimal Control in Epidemic Models of Transmissive Diseases
with SEI-SEIR Systems

Abstract. This paper discusses the age-dependent epidemic models of transmissive
diseases. The models consists of coupled partial differential equations for human popula-
tion and ordinary differential equations for vector population. Based on these models, the
problems of optimal control of funding level of programs to prevent spread of infections
were built. The combined minimization both count of infected human population and
founding level of disease transition prevention programs was selected as a target of
optimization. These two criterias conflict and to resolve this contradiction in this paper
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using the approach of weight coefficients. Unfortunately, the problem is nonlinear in
this statement and development of methods, more effective than widely known gradient
methods or methods based on Pontryagin maximum principle, turned out to be rather
nontrivial. For this reason this paper assumes that number of infected vectors is a
constant. This simplification allow us to generalized original nonlinear models in the
optimal control problem with linear dynamic system. For this problem accurate formulas
of increment of cost functional and numerical method based on these formulas are built.
These methods are more effective than commonly known standard methods because
allows to improve control by solving one Cauchy problem. Furthermore, these methods
are capable of improving extreme and degenerate controls.

Keywords: optimal control, accurate formulas of increment of cost functional, age-
dependent epidemic models, transmissive diseases.
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