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Аннотация. На множестве ступенчатых управляющих функций рассматривается
линейно-квадратичная задача оптимального управления с параметрами и произ-
вольными матрицами в квадратичном целевом функционале. В качестве критерия
качества допустимого набора параметров предлагается выбрать число обусловленно-
сти итоговой матрицы, которое выражается через границы ее спектра. В результате
построены задачи оптимизации параметров, которые обеспечивают сильную вы-
пуклость целевой функции по управляющим переменным вместе с относительно
хорошей обусловленностью соответствующей задачи квадратичного программиро-
вания. Аналогичный подход реализован для минимаксной задачи. В этом случае
целевая функция приобретает выпукло-вогнутую структуру, и выбор параметров
проводится на основе минимизации некоторой свертки двух чисел обусловленности.
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1. Введение

В теории оптимального управления линейно-квадратичные задачи
(линейная система, квадратичный функционал) традиционно занимают
приоритетное место в силу своей сохраняющейся актуальности как в
теоретическом, так и в прикладном отношениях. Спектр возможных
постановок и полученных результатов в этой области достаточно широк
и разнообразен. Укажем избранные фрагменты линейно-квадратичной
теории оптимального управления, связанные с научными интересами
авторов [1; 6; 7; 9; 12; 14]:
− классические задачи без ограничений на управление и разреша-

ющие уравнения Риккати и Ляпунова в рамках регулирования с
обратной связью;

− выпуклые задачи с ограничением на управление и разрешающие
соотношения принципа максимума Понтрягина;
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− позиционное решение линейных и квадратичных задач в классе
дискретных управлений;

− невыпуклые по функционалу задачи программного управления с
условиями глобальной оптимальности и методами нелокального
улучшения на основе точных формул приращения;

− линейно-квадратичные аппроксимации общих нелинейных задач в
рамках методов последовательных приближений.

Данная статья продолжает направление исследований, представлен-
ное в публикациях [2; 3; 10], и связана с регуляризацией невыпуклых
линейно-квадратичных задач с ограничением на кусочно-постоянное
управление и параметрами в квадратичном целевом функционале. В
указанных работах получены конструктивные условия на параметры,
обеспечивающие функционалу свойства выпуклости либо вогнутости
по управлению, что открывает возможности эффективного численного
решения рассматриваемой задачи.

В настоящей работе ликвидируется неопределенность в выборе па-
раметров. Вводится критерий качества допустимого выбора. Это число
обусловленности итоговой матрицы квадратичной формы, которое вы-
ражается через границы ее спектра, что вполне согласуется со спек-
тральными условиями на параметры. Отсюда естественно возникает
задача минимизации числа обусловленности матрицы вторых произ-
водных целевой функции на множестве параметров, гарантирующих
ей положительную определенность. Приводится линеаризованный ва-
риант задачи, когда минимизируется дробно-линейная оценка сверху
числа обусловленности при условии положительности знаменателя.

Полученные задачи оптимизации содержат три параметра и после
приемлемой нормировки могут решаться в приближенном варианте
простым методом перебора на сетке допустимых значений парамет-
ров. В целом предлагаемая процедура поиска параметров обеспечивает
сильную выпуклость целевой функции по управляющим переменным
вместе с относительно хорошей обусловленностью соответствующей за-
дачи квадратичного программирования.

Аналогичный подход реализуется для минимаксной задачи, отража-
ющей принцип гарантированного результата относительно множества
начальных воздействий на систему. В этом случае целевая функция
приобретает выпукло-вогнутую структуру. Выбор параметров прово-
дится на основе условий знакоопределенности двух матриц с миними-
зацией некоторой свертки двух чисел обусловленности.

Известия Иркутского государственного университета.
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2. Постановка задачи. Конечномерная модель

Используя стандартные обозначения t ∈ [t0, T ], u(t) ∈ ℜ, x(t) ∈ ℜn,
рассмотрим задачу на минимум квадратичного функционала

Φ(u, x) = 1/2 α〈x(T ), Px(T )〉+1/2

T∫

t0

[β〈x(t), Q(t)x(t)〉 + γu2(t)]dt (2.1)

применительно к линейной системе

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t0) = x0 (2.2)

с двусторонними ограничениями на управление

u(t) ∈ [u−, u+], t ∈ [t0, T ]. (2.3)

Перечислим основные условия на параметры задачи (2.1)–(2.3):
– функции Q(t), A(t), b(t) непрерывны на отрезке [t0, T ];
– матрицы P , Q(t) симметричны;
– параметры α, β, γ положительны.
Определим множество допустимых управлений. Введем на отрезке

[t0, T ] сетку узлов {t0, t1, . . . , tm−1, tm = T} с условиями tj = tj−1 + hj ,
hj > 0, j = 1, 2, . . . ,m. Выделим промежутки T1 = [t0, t1], Tj = (tj−1, tj ],
j = 2, . . . ,m, вместе с соответствующими характеристическими функ-
циями χ1(t), χj(t), t ∈ [t0, T ]. Для вектора y = (y1, y2, . . . , ym) введем
множество допустимых значений

Y = {y ∈ ℜm : yj ∈ [u−, u+], j = 1, 2, . . . ,m}

и сформируем управление

u(t, y) =

m∑

j=1

yjχj(t), t ∈ [t0, T ], y ∈ Y. (2.4)

Это кусочно-постоянная функция со значениями yj на заданных про-
межутках Tj, удовлетворяющая ограничениям (2.3).

Рассмотрим решение x(t, y) задачи Коши (2.2), соответствующее уп-
равлению u(t, y). Для получения явной зависимости решения от y опре-
делим следующие объекты:
x0(t) — решение (2.2) при нулевом управлении;
Bχ(t) ∈ ℜn×m — матрица столбцов b(t)χj(t), j = 1, 2, . . . ,m;
X(t) ∈ ℜn×m — решение задачи Коши для матричной системы

Ẋ(t) = A(t)X(t) +Bχ(t), X(t0) = O,

где O — нулевая матрица.
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В этих обозначениях имеет место представление

x(t, y) = x0(t) +X(t)y, t ∈ [t0, T ]. (2.5)

Проверим дифференциальное уравнение для x(t, y), учитывая, что

Bχ(t)y =

m∑

j=1

b(t)χj(t)yj = b(t)u(t, y).

Тогда

ẋ(t, y) = A(t)x0(t) +A(t)X(t)y + b(t)u(t, y) = A(t)x(t, y) + b(t)u(t, y),

что и подтверждает формулу (2.5).
Рассмотрим далее целевой функционал (2.1) для u = u(t, y), x =

x(t, y). Используя представления (2.4), (2.5), после простых преобразо-
ваний приходим к целевой функции ϕ(y) следующей структуры:

ϕ(y) = 1/2 〈y, (αP1 + βQ1 + γH)y〉+ 〈y, αp0 + βq0〉+Φ(0, x0(t)). (2.6)

Здесь введены обозначения

P1 = XT (T )PX(T ), p0 = XT (T )Px0(T );

Q1 =

T∫

t0

XT (t)Q(t)X(t)dt, q0 =

T∫

t0

XT (t)Q(t)x0(t)dt;

H = diag(h1, h2, . . . , hm).

В результате первоначальная задача (2.1)–(2.3) в классе допустимых
управлений (2.4) формулируется в конечномерном варианте

ϕ(y) → min, y ∈ Y. (2.7)

Замечание 1. Целевой функционал (2.1) можно интерпретировать
как линейную свертку трех квадратичных членов с нефиксированными
весовыми коэффициентами α, β, γ при условии некоторых соотношений
между ними в соответствии со значимостью слагаемых функционала.
Эти параметры обеспечивают возможность воздействия на функционал
с определенными целями.

Замечание 2. Соотношения (2.1)–(2.4) можно рассматривать как па-
раметрическое семейство, вообще говоря, невыпуклых задач оптимиза-
ции, среди которых необходимо конструктивно выделить приемлемые
задачи в смысле глобального решения.

Известия Иркутского государственного университета.
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3. Оптимизационный выбор параметров

В рамках задачи (2.7) обеспечим функции ϕ(y) свойство сильной вы-
пуклости с помощью положительных параметров α, β, γ. Соответствую-
щие условия сформулируем через экстремальные собственные значения
λmin(.), λmax(.) возникающих симметричных матриц. Будем использо-
вать экстремальные представления [13]

λmin(A) = min
〈y,y〉=1

〈y,Ay〉, λmax(A) = max
〈y,y〉=1

〈y,Ay〉. (3.1)

Выделим матрицу квадратичной формы в выражении для ϕ(y):

S(α, β, γ) = αP1 + βQ1 + γH.

Свойство сильной выпуклости функции ϕ(y) эквивалентно неравенству

λmin(S(α, β, γ)) > 0. (3.2)

При этом спектральное число обусловленности матрицы S(α, β, γ) вы-
ражается по формуле

cond S(α, β, γ) =
λmax(S(α, β, γ))

λmin(S(α, β, γ))
. (3.3)

Отсюда естественно возникает параметрическая задача оптимизации
числа обусловленности матрицы S при условии ее положительной опре-
деленности:

cond S(α, β, γ) → min, λmin(S(α, β, γ)) > 0. (3.4)

Проведем упрощение спектральной задачи (3.4) на основе линеа-
ризации собственных значений в (3.3) относительно параметров α, β,
γ.

Используя представление (3.1), получаем следующие оценки (экстре-
мум суммы и сумма экстремумов):

λmin(S(α, β, γ)) ≥ αλmin(P1) + βλmin(Q1) + γλmin(H) = smin(α, β, γ),

λmax(S(α, β, γ)) ≤ αλmax(P1) + βλmax(Q1) + γλmax(H) = smax(α, β, γ).

Кроме того, отметим, что в силу диагональности матрицы H

λmin(H) = min
1≤j≤m

hj = hmin, λmax(H) = max
1≤j≤m

hj = hmax.

В результате получаем оценку сверху

cond S(α, β, γ) ≤ smax(α, β, γ)

smin(α, β, γ)
,
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что приводит к задаче на минимум дробно-линейной функции с усло-
вием положительности знаменателя

smax(α, β, γ)

smin(α, β, γ)
→ min, smin(α, β, γ) > 0. (3.5)

Отметим, что это условие гарантирует выполнение неравенства (3.2),
т. е. положительную определенность матрицы S(α, β, γ). Более того,
поскольку λmin(H) > 0, то найдется допустимый набор параметров (α,
β, γ) с условием smin(α, β, γ) > 0. Это означает, что ограничения строгой
положительности в задачах (3.4), (3.5) содержательны.

Таким образом, спектральные задачи (3.4), (3.5) поиска параметров
α, β, γ обеспечивают сильную выпуклость функции ϕ(y) вместе с от-
носительно хорошей обусловленностью задачи (2.7). В этих условиях
задача квадратичного программирования (2.7) с простейшими ограни-
чениями допускает эффективное численное решение за конечное число
итераций методами особых точек, сопряженных градиентов или опор-
ным методом [4; 5; 8].

Обсудим вопрос о решении параметрических задач (3.4), (3.5).
Прежде всего, необходимо скорректировать строгие неравенства в

ограничениях:
λmin(S(α, β, γ)) ≥ ε,

smin(α, β, γ) ≥ ε,

где параметр ε > 0.
Далее, в качестве альтернативы дробным целевым функциям можно

минимизировать разность между числителем и знаменателем при тех
же ограничениях. Для задачи (3.4) это будет разность между граница-
ми спектра матрицы S, а задача (3.5) становится линейной по своим
переменным.

Кроме того, представляется целесообразной некоторая нормировка
параметров, например, по правилу α+ β + γ = 1. В результате прибли-
женное решение задач (3.4), (3.5) можно проводить перебором значений
целевой функции на сетке {αi, βj , γk}. Возможны, конечно, и другие
варианты согласованного выбора параметров в рамках задач (3.4), (3.5).

В заключение имеет смысл прокомментировать симметричную ситу-
ацию, когда требуется обеспечить отрицательную определенность мат-
рицы S(α, β, γ). В этом случае проще всего перейти к матрице (−S) и
реализовать для нее описанную ранее технологию с учетом очевидной
взаимосвязи

cond (−S) = cond S, λi(−S) = −λi(S), i = 1, 2, . . . ,m.

В результате получаем задачу минимизации сильно вогнутой функции
ϕ(y) на параллелепипеде Y , которую можно решить специализирован-
ным перебором его угловых точек [11].

Известия Иркутского государственного университета.
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4. Иллюстративный пример

Данный пример демонстрирует возможность аналитического реше-
ния параметрической задачи оптимизации (3.4) на минимум функции
обусловленности при условии положительной определенности матрицы.

Рассмотрим простейшую систему

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t, y), t ∈ [0, 2], x1(0) = x2(0) = 0

на множестве управлений

u(t, y) =

{
y1, 0 ≤ t < 1,

y2, 1 ≤ t ≤ 2.

Соответствующие траектории имеют вид

x1(t, y) =

{
1/2y1t

2, 0 ≤ t ≤ 1,

1/2y1 + y1(t− 1) + 1/2y2(t− 1)2, 1 ≤ t ≤ 2;

x2(t, y) =

{
y1t, 0 ≤ t ≤ 1,

y1 + y2(t− 1), 1 ≤ t ≤ 2.

Определим квадратичный функционал с параметрами α и β:

Φ(u) = −αx21(2, y) + β

2∫

0

x22(t, y)dt.

Целевая функция конечномерной задачи выражается по формуле

ϕ(y) = (−9/4α + 4/3β)y21 + (−3/2α + β)y1y2 + (−1/4α + 1/3β)y22 .

Выделим матрицу квадратичной формы

S(α, β) =

[
4/3β − 9/4α 1/2β − 3/4α
1/2β − 3/4α 1/3β − 1/4α

]

и определим условие ее положительной определенности по критерию
Сильвестра:

β > 12/7α > 0.

Найдем собственные значения

λmin(S(α, β)) = 1/2(5/3β − 5/2α −
√

(β − 2α)2 + (β − 3/2α)2),

λmax(S(α, β)) = 1/2(5/3β − 5/2α +
√

(β − 2α)2 + (β − 3/2α)2).
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Сформируем число обусловленности

cond S(α, β) =
λmax(S(α, β))

λmin(S(α, β))

и параметрическую задачу оптимизации

cond S(α, β) → min, α > 0, β > 12/7α. (4.1)

Для решения задачи найдем частную производную целевой функции
по β. Несложные выкладки приводят к следующему выражению:

∂ cond S(α, β)

∂β
=

5/6α(β − 2α)

2λ2min(S(α, β))
√

(β − 2α)2 + (β − 3/2α)2
.

Отсюда для α > 0, β > 12/7α

∂ cond S(α, β)

∂β





< 0, β < 2α,

= 0, β = 2α,

> 0, β > 2α.

Следовательно, значение β = 2α минимизирует функцию обусловлен-
ности по переменной β на множестве α > 0, β > 12/7α:

cond S(α, 2α) ≤ cond S(α, β).

Подсчитаем соответствующее значение целевой функции:

cond S(α, 2α) = 4. (4.2)

Это число не зависит от α. Поэтому соотношение между параметрами
β = 2α решает задачу оптимизации (4.1) с минимальным значением
(4.2). При этом итоговая сильно выпуклая функция ϕ(y) выражается
по формуле

ϕ(y) = 1/12α(5y21 + 6y1y2 + 5y22).

5. Задача с неопределенностью. Минимаксный подход

Внесем в задачу (2.1)–(2.3) элемент неопределенности на уровне на-
чального условия для фазовой системы. Пусть начальное состояние
x0 = z изменяется в пределах выпуклого компактного множества Z
и является неконтролируемым внешним воздействием на систему (2.2)
и задачу в целом. Определим возникающие при этом соотношения.

Начальная траектория x0(t) выражается через z по формуле Коши

x0(t) = F (t)z, t ∈ [t0, T ]
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с фундаментальной матрицей F (t): Ḟ (t) = A(t)F (t), F (t0) = E, где E
— единичная матрица.

Тогда из (2.5) получаем следующую формулу для решения (2.2):

x(t, y, z) = F (t)z +X(t)y, t ∈ [t0, T ].

Далее обратимся к выражению (2.6) для целевой функции, в котором

Φ(0, x0(t)) = 1/2 α〈x0(T ), Px0(T )〉+ 1/2β

T∫

t0

〈x0(t), Q(t)x0(t)〉dt.

С учетом формулыКошив правой части получаем квадратичную форму

1/2〈z, (αP2 + βQ2)z〉

с матрицами

P2 = F T (T )PF (T ), Q2 =

T∫

t0

F T (t)Q(t)F (t)dt.

Обозначим матрицу квадратичной формы R(α, β) = αP2 + βQ2 и на
основе (2.6) представим выражение для целевой функции в следующем
виде:

ϕ(y, z) = 1/2〈y, S(α, β, γ)y〉 + 1/2〈z,R(α, β)z〉 + 〈y, αp0 + βq0〉.

Здесь векторы p0, q0 линейно зависят от z.
Далее будем действовать в соответствии с правилом гарантирован-

ного результата, т. е. поставим задачу на минимакс

min
y∈Y

max
z∈Z

ϕ(y, z). (5.1)

Придадим задаче благоприятный характер в плане возможностей ее
эффективного численного решения. С этой целью обеспечим функции
ϕ(y, z) свойство сильной выпуклости по y и сильной вогнутости по z за
счет параметров α, β, γ. Соответствующие условия представим, как и
ранее, в спектральной терминологии относительно матриц S и R.

Положительная определенность матрицы S отработана ранее и обес-
печивается одним из следующих неравенств:

λmin(S(α, β, γ)) > 0, smin(α, β, γ) > 0. (5.2)

Отрицательная определенность матрицы R эквивалентна неравенству
λmax(R(α, β)) < 0. С учетом оценки сверху

λmax(R(α, β)) ≤ αλmax(P2) + βλmax(Q2) = rmax(α, β)
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получаем достаточное условие отрицательной определенности

rmax(α, β) < 0.

Таким образом, условие отрицательной определенности матрицы R
обеспечивается одним из следующих неравенств:

λmax(R(α, β)) < 0, rmax(α, β) < 0. (5.3)

Качество кажого набора параметров (α, β, γ) с условиями (5.2), (5.3)
оценим с помощью спектральных чисел обусловленности cond S(α, β, γ),
cond R(α, β).

Образуем неотрицательную свертку W (cond S, cond R) двух кри-
териев и сформулируем задачу оптимизации W (., .) → min на мно-
жестве параметров, удовлетворяющих условиям знакоопределенности
(5.2), (5.3). В качестве W можно использовать, например, следующие
варианты: W1 = cond S + cond R, W2 = max{cond S, cond R}. Ре-
альное решение этой параметрической задачи на минимум совокупной
обусловленности выпукло-вогнутой задачи (5.1) естественно проводить
в рамках некоторой схемы дискретного перебора (см. разд. 3).

После регуляризации минимаксная задача (5.1) переходит в катего-
рию выпуклого программирования ϕ1(y) = max

z∈Z
ϕ(y, z) → min, y ∈ Y.

Целевые функции здесь являются выпуклыми и дифференцируемыми,
что открывает возможности эффективного решения этой задачи.

6. Заключение

Предлагаемые задачи на минимум чисел обусловленности при усло-
виях знакоопределенности соответствующих матриц хорошо завершают
в идейном плане технологию параметрической регуляризации квадра-
тичного функционала в линейной системе управления, представленную
в [2;3;10]. Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть
связаны с расширением класса рассматриваемых задач.
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