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Аннотация. Рассматривается вариационная задача на минимум функционала за-
пасенной энергии в рамках нелинейной теории упругости с учетом допустимых
деформаций. Предлагается алгоритм решения этой задачи, основанный на использо-
вании полигонального разбиения расчетной области методом триангуляции Делоне.
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1. Введение

Рассмотрим в R𝑛 некоторую область Ω ⊂ R𝑛 с локально липшице-
вой границей. Пусть 𝑀𝑛 обозначает множество квадратных матриц 𝐹
порядка 𝑛 и𝑊 (𝑥, 𝐹 ) : Ω×𝑀𝑛 → R+ — некоторая непрерывная, положи-
тельная функция. Для отображений 𝜙 : Ω → R𝑛 класса 𝑊 1

𝑝 (Ω), 𝑝 > 1
определим функционал Φ(𝜙) запасенной энергии по формуле

Φ(𝜙) =

∫︁
Ω

𝑊 (𝑥,𝐷𝜙(𝑥))𝑑𝑥. (1.1)

Также будем предполагать, что выполнено условие Липшица

|𝑊 (𝑥′, 𝐹 )−𝑊 (𝑥′′, 𝐹 )| ≤ 𝐿|𝑥′ − 𝑥′′| (1.2)

с постоянной 𝐿 > 0, не зависящей от 𝐹 ∈ 𝑀𝑛. В нелинейной теории
упругости [13], [12] часто рассматривают функции 𝑊 (𝑥, 𝐹 ) вида

𝑊 (𝑥, 𝐹 ) =𝑊 (𝑥, |𝐹 |,Adj(𝐹 ),det𝐹 ), (1.3)

где |𝐹 |2 = tr(𝐹𝐹 𝑇 ), Adj(𝐹 ) = 𝐹−𝑇 · det𝐹. При этом зависимость
от 𝑥 обычно представляется отдельным слагаемым, характеризующим
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внешнее поле сил, например поле силы тяжести. Согласно нелинейной
теории упругости [13], [12], [15], форма равновесного состояния упругого
тела задается отображением, минимизирующим указанный функцио-
нал. Минимум ищется в классе отображений 𝜙 ∈ 𝑊 1

𝑝 (Ω), для которых
Φ(𝜙) < +∞, 𝜙|Γ = 𝜙|Γ, где Γ ⊂ 𝜕Ω — часть границы, а отображение 𝜙
задает граничные условия. Остальная часть 𝜕Ω ∖ Γ задает свободную
границу. Пусть также задана функция 𝑀(𝑥) ∈ 𝐿𝑠(Ω), 𝑠 > 𝑛− 1. Как и
в [2], [10], [16], мы рассматриваем класс допустимых деформаций

𝒜 = {𝜙 ∈𝑊 1
𝑛(Ω) : Φ(𝜙) < +∞, |𝐷𝜙|𝑛

det(𝐷𝜙)
< 𝑀(𝑥) п. в. в Ω}. (1.4)

Как и в указанных работах, мы предполагаем выполненным условие
коэрцитивности: существуют постоянные 𝛼 > 0, 𝑟 > 1 и функция 𝑔 ∈
𝐿1(Ω), такие, что

𝑊 (𝑥, 𝐹 ) ≥ 𝛼(|𝐹 |𝑛 + (det𝐹 )𝑟) + 𝑔(𝑥) (1.5)

для п. в. 𝑥 ∈ Ω и всех 𝐹 ∈ 𝑀𝑛, det(𝐹 ) ≥ 0. Условия (1.4), (1.5) обеспе-
чивают существование решения приведенной вариационной задачи (см.
[2], [16]). В настоящей работе мы предлагаем схему расчета приближен-
ного решения задачи на минимум указанного функционала, используя
кусочно-аффинные аппроксимации отображений 𝜙 : Ω → R𝑛 и рас-
четных областей. Отметим, что задачи определения формы упругого
деформированного тела возникают в различных прикладных научных
направлениях — механика, сопротивление материалов, расчет тонко-
стенных оболочек. Последние имеют широкое применение, например, в
расчетных схемах элементов летательных аппаратов, таких как крылья,
фюзеляжи, корпуса.

2. Триангуляция пространственных областей

Симплексом 𝑆 с вершинами в точках 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 ∈ R𝑛 мы называем
выпуклую оболочку точек {𝑞𝑖, 𝑖 = 0, ..., 𝑛}. Симплекс назвается невы-
рожденным, если векторы 𝑞1−𝑞0, ..., 𝑞𝑛−𝑞0 линейно независимы. Пусть
{𝑝𝑖}, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 — некоторый набор 𝑃 точек 𝑝𝑖 ∈ R𝑛, таких, что любой
симплекс в вершинах из {𝑝𝑖} является невырожденным. Триангуляцией
𝑇 заданного набора точек называется такой набор 𝑛-мерных симплексов
𝑆1, ..., 𝑆𝑚, что: 1) каждая точка 𝑝𝑖 заданного набора является вершиной
одного из симплексов 𝑆 ∈ 𝑇 ; 2) каждая вершина любого симплек-
са 𝑆 ∈ 𝑇 является одной из точек 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 ; 3) внутренность
пересечения любых двух симплексов пуста.

В работах [14], [4] Б. Н. Делоне был предложен метод триангуляции
конечного множества точек на основе условия пустого шара. Это усло-
вие означает, что описанная сфера каждого симплекса триангуляции не
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содержит внутри себя точек заданного конечного множества {𝑝𝑖}, 𝑖 =
1, ..., 𝑁 . Триангуляции, для которых выполняется это условие, получи-
ли название триангуляции Делоне. В работах [5]– [6] показана важная
роль условия Делоне в задаче приближения первых производных при
кусочно-линейной аппроксимации гладких функций.

3. Описание алгоритма

Решение задачи ищется для полигональных областей Ω ⊂ R𝑛, в клас-
се кусочно-аффинных преобразований 𝜙 : Ω → R𝑛. Область Ω будем
разбивать на 𝑛-мерные симплексы путем процедуры триангуляции Де-
лоне. В настоящей работе мы применяем метод конечных элементов,
который в случае линейных моделей для задачи линейных упругих
деформаций описан в [3]. Следуя этому методу, мы будем считать, что
область Ω разбита на симплексы 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑚 триангуляции Делоне, а
точки 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑁 — вершины этой триангуляции. Для приближенно-
го вычисления значения функционала (1.1) мы будем рассматривать
класс кусочно-аффинных отображений 𝜙(𝑥) = 𝐴𝑘(𝑥) + 𝑏𝑘, 𝑥 ∈ 𝑆𝑘,
представляющее собой аффинное отображение на каждом симплексе
𝑆𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚. Здесь матрицы 𝐴𝑘 ∈ 𝑀𝑛 и векторы 𝑏𝑘 ∈ R𝑛 под-
бираются так, что отображение 𝜙 является непрерывным. Построение
такого отображения можно выполнить следующим образом. Зададим
значения отображения 𝜙 в каждой точке триангуляции 𝑢𝑖 = 𝜙(𝑝𝑖).
Тогда в силу невырожденности симплекса 𝑆𝑘 найдется единственная
матрица 𝐴𝑘 и вектор 𝑏𝑘 такие, что 𝐴𝑘(𝑝𝑖) + 𝑏𝑘 = 𝑢𝑖, для вершин 𝑝𝑖 ∈
𝑆𝑘. Пусть 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 — вершины сиплекса 𝑆𝑘 и 𝑣𝑗 = 𝜙(𝑞𝑗), 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑛.
Выберем 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛. Построим матрицу 𝑄𝑘, размещая в ее столбцах
разности 𝑞𝑗 − 𝑞𝑙, 𝑗 ̸= 𝑙, и матрицу 𝑉𝑘, размещая в ее столбцах разности
векторов 𝑣𝑗 − 𝑣𝑙, 𝑗 ̸= 𝑙. Тогда, как несложно видеть, 𝐴𝑘 = 𝑉 · 𝑄−1.
Будем рассматрвать такие кусочно-аффинные отображения, которые
на каждом симплексе сохраняют его ориентацию. Это условие является
естественным требованием и, в частности, необходимым, чтобы образ
триангуляции кусочно-аффинного отображения также являлся триан-
гуляцией — в образе симплексы не должны перекрывать друг друга.
Этот факт отмечен в работах [11], [1], [7]. Ясно, что 𝐷𝜙(𝑥) = 𝐴𝑘, 𝑥 ∈
𝑆𝑘. Тогда будем иметь

Φ(𝜙) =

∫︁
Ω

𝑊 (𝑥,𝐷𝜙(𝑥)) =

𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐷𝜙(𝑥))𝑑𝑥 =

𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐴𝑘)𝑑𝑥.

(3.1)
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Будем аппроксимировать значение интеграла в (3.1) значением∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐴𝑘)𝑑𝑥 ≈𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚, (3.2)

здесь |𝑆𝑘| — 𝑛-мерная мера Лебега симплекса 𝑆𝑘, а 𝑥𝑆𝑘
— его геометри-

ческий центр. Или для всего функционала в целом∫︁
Ω

𝑊 (𝑥,𝐷𝜙(𝑥))𝑑𝑥 ≈
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|. (3.3)

Условие (1.2) позволяет оценить абсолютную погрешность такой ап-
проксимации. Имеем⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐴𝑘)𝑑𝑥−𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒=
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐴𝑘)𝑑𝑥−
∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≤

≤
∫︁
𝑆𝑘

|𝑊 (𝑥,𝐴𝑘 −𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)| 𝑑𝑥 ≤ 𝐿max

𝑥∈𝑆𝑘

|𝑥− 𝑥𝑆𝑘
||𝑆𝑘| ≤ 𝐿 · 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑆𝑘)|𝑆𝑘|.

Отсюда получаем погрешность вычисления значения функционала⃒⃒⃒⃒
⃒Φ(𝜙)−

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝑊 (𝑥,𝐴𝑘)𝑑𝑥−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝐿
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑆𝑘) · |𝑆𝑘| ≤ 𝐿 max
𝑘=1,2,...,𝑚

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑆𝑘)|Ω|.

Таким образом, если максимальный диаметр разбиения Ω не превос-
ходит некоторого заданного положительного 𝜀 > 0, то абсолютная по-
грешность аппроксимации рассматриваемого функционала не превосхо-
дит 𝐿 · |Ω|𝜀. Такого можно добиться, рассматривая дискретные 𝜀-сети и
их триангуляции Делоне (см., например [8], [9]). В этих работах показа-
но, что радиус описанных сфер симплексов триангуляции Делоне дис-
кретных 𝜀-сети не превосходит 𝜀. Этим и объясняется, что мы в качестве
разбиения расчетной области используем триангуляцию Делоне.

Заметим, что приближенное значение функционала Φ(𝜙), заданное
формулой (3.3), можно представить как функцию

Ψ(𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑁 ) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|, (3.4)
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где 𝑢𝑗 = 𝜙(𝑝𝑗) ∈ R𝑛 — значение отображения 𝜙(𝑥) в вершине 𝑝𝑗 триан-
гуляции. Таким образом, мы сводим задачу минимизации функционала
(1.1) к минимизации функции Ψ(𝑢), 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑁 ), 𝑢𝑘 ∈ R𝑛. Как
было сказано выше, для всякого набора значений 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑁 ) ∈
R𝑁 ⊗ R𝑛 мы можем построить кусочно-аффинное отображение 𝜙𝑢(𝑥),
такое, что 𝜙(𝑝𝑗) = 𝑢𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 . Такое отображение единственно
в силу невырожденности симплексов 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑚. Матрицы 𝐴𝑘 вы-
числяем, как и выше. Действительно, пусть 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 — вершины
симплекса 𝑆𝑘 и 𝑣0, 𝑣1, ..., 𝑣𝑛 — значения отображения 𝜙𝑢(𝑥) в этих точ-
ках, т. е. 𝜙𝑢(𝑞𝑗) = 𝑣𝑗 . Тогда получим систему уравнений 𝐴𝑘(𝑞𝑗 − 𝑞0) =
𝑣𝑗−𝑣0, 𝑗 = 1, ..., 𝑛. Обозначая матрицы, составленные из столбцов век-
торов 𝑞𝑗−𝑞0 и 𝑣𝑗−𝑣0 через𝑄𝑘 и 𝑉𝑘 соответственно, получим𝐴𝑘 = 𝑉𝑘𝑄

−1
𝑘 .

В силу невырожденности симплекса 𝑆𝑘 матрица 𝑄𝑘 обратима. Таким
образом, из (3.4) получаем

Ψ(𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑁 ) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝑉𝑘𝑄

−1
𝑘 )|𝑆𝑘|. (3.5)

Из этого равенства легко заметить, что найдется константа 𝐶(𝑝1, ..., 𝑝𝑁 )
такая, что

|𝐷2Ψ(𝑢)| ≤ 𝐶 ·
𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝑊

𝜕𝐹 2
(𝑥𝑆𝑘

, 𝑉𝑘𝑄
−1
𝑘 )

⃒⃒⃒⃒
. (3.6)

Для построения минимизирующей последовательности воспользуем-
ся методом градиентного спуска. Вкратце опишем его. На первом шаге
выберем нулевое приближение 𝑢0 = 𝜙0(𝑥). Далее, выбирая некоторое
𝜂 > 0, мы строим итерационный процесс последовательного приближе-
ния градиентным спуском по формуле

𝑢𝑡 = 𝑢𝑡−1 − 𝜂∇Ψ(𝑢𝑡−1), 𝑡 = 1, 2, ... (3.7)

Покажем, что найдется постоянная 𝜂0 > 0 такая, что при всяком 𝜂 < 𝜂0
последовательность Ψ(𝑢𝑡) будет убывающей. Действительно, при 𝑡 = 0
можно взять 𝜂0 > 0 такое, что Ψ(𝑢1) < Ψ(𝑢0). Такое 𝜂0 найдется,
это можно доказать, используя формулу Тейлора. Пусть 𝑈0 = {𝑢 :
Ψ(𝑢) < Ψ(𝑢0)}. Выберем произвольный куб Π ⊃ 𝑈0. Существование
такого куба легко доказать из предположения коэрцетивности (1.5) и
формулы (3.5). По построению 𝑢1 ∈ 𝑈0 ⊂ Π. Предположим, что 𝑀 =
sup𝑢∈Π |𝐷2Ψ|.

Рассмотрим в кубе два шара 𝑈0 ⊂ 𝐵𝑟 ⊂ 𝐵𝑅 ⊂ Π радиусов 𝑟 < 𝑅
и с центром 𝑂 ∈ Π. Найдем условия, при выполнении которых для
значений шага

𝜂 < min

{︂
2

𝑀
,

𝑅− 𝑟
max𝑢∈Π |∇Ψ(𝑢)|

}︂
,
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некоторая подпоследовательность последовательности 𝑢𝑡 будет схо-
диться к точке локального минимума. Для начала покажем, что при
всяком 𝑡 точка 𝑢𝑡 ∈ Π. Доказательство проведем по индукции. Мы
будем доказывать, что на самом деле всегда 𝑢𝑡 ∈ 𝐵𝑟. Действительно,
для начала покажем, что 𝑢𝑡 ∈ 𝐵𝑅

|𝑢𝑡−𝑂| ≤ |𝑢𝑡−1−𝑂|+𝜂|∇Ψ(𝑢𝑡−1)| < 𝑟+
𝑅− 𝑟

max𝑢∈Π |∇Ψ(𝑢)|
|∇Ψ(𝑢𝑡−1)| < 𝑅.

Отсюда следует, что 𝑢𝑡 ∈ 𝐵𝑅. Поскольку 𝜂 < 2/𝑀 , то согласно формуле
Тейлора найдется точка �̃� на отрезке [𝑢𝑡−1, 𝑢𝑡] ⊂ 𝐵𝑅 ⊂ Π, такая, что

Ψ(𝑢𝑡) = Ψ(𝑢𝑡−1 − 𝜂∇Ψ(𝑢𝑡−1)) =

= Ψ(𝑢𝑡−1)− 𝜂|∇Ψ(𝑢𝑡−1)|2 + 𝜂2

2
𝐷2
�̃�(∇Ψ(𝑢𝑡−1),∇Ψ(𝑢𝑡−1)) ≤

Ψ(𝑢𝑡−1)− |∇Ψ(𝑢𝑡−1)|2(𝜂 − 𝜂2

2
𝑀) < Ψ(𝑢𝑡−1).

Отсюда, в частности, следует, что последовательность Ψ(𝑢𝑡) убывает и
точка 𝑢𝑡 ∈ 𝑈0 ⊂ 𝐵𝑟.

Рассмотрим последовательность вложенных друг в друга замыканий
множеств 𝑈𝑡 = {𝑢 : Ψ(𝑢) < Ψ(𝑢𝑡)}. Эта последовательность компактов

имеет непустое пересечение 𝐾 =
+∞⋂︀
𝑡=0

𝑈𝑡. Пусть 𝑢* — предельная точка

последовательности 𝑢𝑡. По построению имеем Ψ(𝑢*) < Ψ(𝑢𝑡) для всяко-
го 𝑡 = 0, 1, 2, ... . Рассмотрим произвольную точку 𝑢 ∈ Π∖𝐾. Поскольку
при достаточно больших 𝑡 выполнено 𝑢 ̸∈ 𝑈𝑡, то Ψ(𝑢) ≥ Ψ(𝑢𝑡). Переходя
к пределу, получаем неравенство Ψ(𝑢) ≥ Ψ(𝑢*). Пусть теперь 𝑢 ∈ 𝐾 —
произвольная предельная точка компакта 𝐾. Рассмотрим последова-
тельность точек 𝑢𝑠 → 𝑢, 𝑠 → ∞, 𝑢𝑠 ̸∈ 𝐾. По доказанному имеет место
неравенство Ψ(𝑢𝑠) ≥ Ψ(𝑢*). Поэтому, переходя к пределу, получаем
неравенство Ψ(𝑢) ≥ Ψ(𝑢*). Таким образом нами доказана

Теорема 1. Всякая предельная точка 𝑢* последовательности 𝑢𝑡 удо-
влетворяет неравенству

Ψ(𝑢*) ≤ Ψ(𝑢) ∀𝑢 ∈ Π ∖𝐾.

Следствие 1. Если множество 𝐾 нигде неплотно, то всякая предель-
ная точка 𝑢* построенной выше последовательности 𝑢𝑡 является точкой
локального минимума функции Ψ(𝑢).

Заметим, что условие следствия 1 выполняются для всякой строго
выпуклой функции Ψ(𝑢). Более того, поскольку, как несложно видеть,

𝜕𝐾 ⊂ {𝑢 : ∇Ψ(𝑢) = 0},
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то условие следствия 1 выполнены, если множество {𝑢 : ∇Ψ(𝑢) = 0}
имеет нулевую (𝑛− 1)-мерную меру Хаусдорфа.

Теперь для реализации алгоритма градиентного спуска осталось не-
обходимым вычислить вектор градиента ∇Ψ(𝑢).

4. Вычисление градиента

Поскольку большинство моделей гиперупругих материалов в нели-
нейной теории упругости используют выражение запасенной энергии в
виде (1.3), то получим для начала следующие формулы:

∇|𝐹 |2 = 2𝐹, (4.1)

∇det𝐹 = Adj(𝐹 ), (4.2)

∇|Adj(𝐹 )|2 = −2𝐹−𝑇Adj(𝐹 )𝑇Adj(𝐹 ) + 2|𝐹−𝑇 |2Adj(𝐹 )(det𝐹 ). (4.3)

Здесь градиент понимается как градиент для дифференцируемых мат-
ричных функций класса 𝐶1(𝑀𝑛) относительно скалярного произведе-
ния

⟨𝐴,𝐵⟩ = tr(𝐴𝑇 ·𝐵).

Мы называем функцию 𝑔 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 дифференцируемой в некоторой
точке 𝐹 ∈𝑀𝑛, если найдется такая матрица 𝐺 ∈𝑀𝑛, что

𝑔(𝐹 + 𝜀𝐻) = 𝑔(𝐹 ) + 𝜀⟨𝐺,𝐻⟩+ 𝑜(𝜀)

при 𝜀→ 0. В таком случае мы пишем 𝐺 = ∇𝑔(𝐹 ). Тогда равенство (4.1)
легко доказывается из равенства

|𝐹 + 𝜀𝐻|2 = |𝐹 |2 + 2𝜀⟨𝐹,𝐻⟩+ 𝜀2|𝐻|2.

Докажем равенство (4.2). Ясно, что det(𝐹 +𝜀𝐻) — многочлен степени 𝑛
от переменной 𝜀. Для произвольной матрицы 𝐴 ∈𝑀𝑛 хорошо известна
асимптотическая формула det(𝐸+𝜀𝐴) = 1+𝜀tr(𝐴)+𝑜(𝜀), при 𝜀→ 0,
где 𝐸 — единичная матрица в 𝑀𝑛. Применяя эту формулу, получаем

𝑑

𝑑𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

det(𝐹 + 𝜀𝐻) = det(𝐹 )⟨𝐹−𝑇 , 𝐻⟩ = ⟨Adj(𝐹 ), 𝐻⟩.

Тем самым (4.2) доказана. Аналогично, используя асимптотическую
формулу (𝐸 + 𝜀𝐴)−1 = 𝐸 − 𝜀𝐴+ 𝑜(𝜀), при 𝜀→ 0 получаем (4.3).

Теорема 2. Предположим, что каждый симплекс 𝑆𝑘 данной триангу-
ляции задан перечислением номеров (𝑗0, 𝑗1, ..., 𝑗𝑛) своих вершин, причем
для вершины 𝑝𝑖 мы через 𝑙 обозначим номер точки 𝑝𝑖 в этом наборе.



62 В.А.КЛЯЧИН, В. В.КУЗЬМИН, Е.В.ХИЖНЯКОВА

Пусть для каждого симплекса 𝑆𝑘 вектор 𝑤𝑘 обозначает 𝑙-й столбец
матрицы

𝜕𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)

𝜕𝐹
·𝑄−𝑇

𝑘 ,

где матрица 𝑄𝑘 составлена из столбцов, равных разностям векторов
𝑝𝑗𝑠 − 𝑝𝑗𝑙 , 𝑠 ̸= 𝑙. Тогда имеет место равенство

∇Ψ(𝑢) =

⎛⎝ ∑︁
𝑝1∈𝑆𝑘

𝑤𝑘|𝑆𝑘|,
∑︁
𝑝2∈𝑆𝑘

𝑤𝑘|𝑆𝑘|, ...,
∑︁
𝑝𝑁∈𝑆𝑘

𝑤𝑘|𝑆𝑘|

⎞⎠ . (4.4)

Доказательство. Зафиксируем номер 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 и рассмотрим неко-
торый вектор ℎ𝑖 ∈ R𝑛. Положим ℎ = (0, 0, ..., ℎ𝑖, ..., 0) и �̃� = 𝑢+𝜀ℎ, 𝜀 >
0. Тогда

Ψ(�̃�)−Ψ(𝑢) =
∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

(𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)−𝑊 (𝑥𝑆𝑘

, 𝐴𝑘))|𝑆𝑘|,

здесь суммирование ведется по симплексам, для которых точка 𝑝𝑖 явля-
ется вершиной. Введем обозначения 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 для вершин симплекса
из этой суммы, причем пусть номер 𝑙 соответствует точке 𝑝𝑖. Также
введем обозначения 𝑣𝑗 = 𝜙𝑢(𝑞𝑗) и 𝑣𝑗 = 𝜙�̃�(𝑞𝑗). Напомним, что матри-
цы 𝐴𝑘, 𝐴𝑘 являются матрицами аффинных отображений вида 𝐴𝑘𝑥 +
𝑏𝑘, 𝐴𝑘𝑥 + �̃�𝑘, таких, что 𝐴𝑘𝑞𝑗 + 𝑏𝑘 = 𝑣𝑗 , 𝐴𝑘𝑞𝑗 + �̃�𝑘 = 𝑣𝑗 . Теперь вычтем
𝑗-е уравнение первой системы из 𝑗-го уравнения второй системы. Будем
иметь (𝐴𝑘−𝐴𝑘)𝑞𝑗+ �̃�𝑘−𝑏𝑘 = 𝑣𝑗−𝑣𝑗 . Вычтем из каждого получившегося
уравнения уравнение с номерм 𝑗 = 0, получим (𝐴𝑘 − 𝐴𝑘)(𝑞𝑗 − 𝑞0) =
𝑣𝑗 − 𝑣𝑗 − (𝑣0 − 𝑣0). Пусть 𝑄𝑘 — матрица, составленная из векторов
𝑞𝑗−𝑞0 как столбцов. Эта матрица невырождена, поскольку симплекс, со-
ставленный из вершин 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛, является невырожденным. Построим
также матрицу 𝑉𝑘 из правых частей системы, взяв их в качестве столб-
цов. Тогда получим матричное уравнение (𝐴𝑘 − 𝐴𝑘)𝑄𝑘 = 𝑉𝑘, откуда
(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘) = 𝑉𝑘𝑄

−1
𝑘 . Заметим, что по построению 𝑣𝑗 = 𝑣𝑗 при 𝑗 ̸= 𝑙,

и 𝑣𝑙 − 𝑣𝑙 = 𝜀ℎ𝑖. Поэтому в матрице 𝑉𝑘 только один ненулевой столбец
с номером 𝑙, значит 𝑉𝑘 = 𝜀𝑉 *

𝑘 . Причем этот столбец состоит из коор-
динат вектора 𝜀ℎ𝑖. Поскольку матрица 𝑄𝑘 не зависит от 𝜀, получаем
(𝐴𝑘 −𝐴𝑘) = 𝜀𝑉 *

𝑘 𝑄
−1
𝑘 . Таким образом, будем иметь

Ψ(�̃�)−Ψ(𝑢) =
∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

(𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)−𝑊 (𝑥𝑆𝑘

, 𝐴𝑘))|𝑆𝑘| =

=
∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

(𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘 + 𝜀𝑉 *𝑄−1)−𝑊 (𝑥𝑆𝑘

, 𝐴𝑘))|𝑆𝑘| =
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=
∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

(︂⟨
𝜕𝑊 (𝑥𝑆𝑘

, 𝐴𝑘)

𝜕𝐹
, 𝜀𝑉 *

𝑘 𝑄
−1
𝑘

⟩
+ 𝑜(𝜀)

)︂
|𝑆𝑘|.

Непосредственным вычислением нетрудно проверить, что⟨
𝜕𝑊 (𝑥𝑆𝑘

, 𝐴𝑘)

𝜕𝐹
, 𝜀𝑉 *

𝑘 𝑄
−1
𝑘

⟩
= ⟨𝑤𝑘, ℎ𝑖⟩,

где 𝑤𝑘 — 𝑙-й столбец матрицы 𝜕𝑊 (𝑥𝑆𝑘
,𝐴𝑘)

𝜕𝐹 ·𝑄−𝑇
𝑘 . Следовательно,

𝜕Ψ(𝑢)

𝜕ℎ𝑖
=
∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

⟨𝑤𝑘, ℎ𝑖⟩|𝑆𝑘|.

Откуда непосредственно следует (4.4). Теорема доказана.

5. Моделирование ограничений

Для итерационного процесса мнимизации функционала (1.1) нам
требуется выполнить условия на части границы Γ ⊂ 𝜕Ω и условия
принадлежности решения задачи классу допустимых деформаций. При
расчете нового вектора значений (𝑢1, ..., 𝑢𝑁 ) по формуле (3.7) для обес-
печения граничных условий достаточно для вершин 𝑝𝑖 ∈ Γ задавать
значение градиента ∇Ψ(𝑢) = 0. В таком случае, если для первона-
чального приближения 𝑢0 для отображения 𝜙𝑢0(𝑥) граничные условия
будут выполнены, то и для последующих итераций 𝑢𝑡 это условие будет
выполняться.

Для моделирования класса допустимых деформаций (1.4) будем счи-
тать, что соответствующая функция 𝑀(𝑥) задана в вершинах триан-
гуляции 𝑚𝑖 = 𝑀(𝑝𝑖), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 . Величину отношения |𝐷𝜙|𝑛

det(𝐷𝜙) бу-
дем приближать средним значением этих же отношений для кусочно-
аффинной функции 𝜙𝑢(𝑥), вычисленных по всем симплексам, имеющим
точку 𝑝𝑖 в качестве вершины. Учитывая, что в каждом симплексе 𝑆𝑘,
таком, что 𝑝𝑖 ∈ 𝑆𝑘, матрица Якоби 𝐷𝜙𝑢(𝑥) есть постоянная матрица
𝐴𝑘 ∈𝑀𝑛, получаем

|𝐷𝜙(𝑝𝑖)|𝑛

det(𝐷𝜙(𝑝𝑖))
≈ 1

𝐿𝑖

∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

|𝐴𝑘|𝑛

det(𝐴𝑘)
.

Здесь 𝐿𝑖 — число симплексов, инцидентных вершине 𝑝𝑖. Получим выра-
жение правой части этого соотношения в терминах значений отображе-
ния 𝜙𝑢(𝑥) в вершинах симплексов, участвующих в этой сумме. Рассмот-
рим отдельный симплекс 𝑆𝑘, такой, что 𝑝𝑖 ∈ 𝑆𝑘. Пусть 𝑞0, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 — его
вершины и 𝑣𝑗 = 𝜙𝑢(𝑞𝑗). Тогда имеют место равенства 𝐴𝑘(𝑞𝑗) + 𝑏𝑘 =
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𝑣𝑗 , 𝑗 = 0, ..., 𝑛. Предположим 𝑞𝑙 = 𝑝𝑖. Тогда, вычитая 𝑙-е равенство
из всех остальных, получаем систему 𝐴𝑘(𝑞𝑗 − 𝑞𝑙) = 𝑣𝑗 − 𝑣𝑙 𝑗 ̸= 𝑙.
Обозначая через 𝑄𝑘, 𝑉𝑘 матрицы, составленные из векторов 𝑞𝑗 − 𝑞𝑙 и
𝑣𝑗 − 𝑣𝑙 соответственно и взятых в качестве их столбцов, будем иметь
матричное уравнение 𝐴𝑘𝑄𝑘 = 𝑉𝑘. Откуда 𝐴𝑘 = 𝑉𝑘𝑄

−1
𝑘 . Поскольку мы

предполагаем, что симплексы триангуляции невырождены, то матрица
𝑄𝑘 обратима и, следовательно, последнее равенство корректно. Таким
образом, получаем соотношение

|𝐷𝜙(𝑝𝑖)|𝑛

det(𝐷𝜙(𝑝𝑖))
≈ 1

𝐿𝑖

∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

|𝑉𝑘𝑄−1
𝑘 |

𝑛

det(𝑉𝑘𝑄
−1
𝑘 )

.

Нетрудно видеть, что произведение 𝐴𝑘𝑄−1
𝑘 не зависит от нумерации

вершин симплекса 𝑆𝑘 и однозначно определено только множеством его
вершин и значений отображения 𝜙𝑢(𝑥). Таким образом, ограничения,
заданные допустимыми деформациями в (1.4), мы можем для кусочно-
аффинных отображений записать в виде

1

𝐿𝑖

∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

|𝑉𝑘𝑄−1
𝑘 |

𝑛det(𝑄𝑘)

det(𝑉𝑘)
< 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁. (5.1)

Теперь рассмотрим вопрос выполнения этого неравенства при переходе
к следующей итерации градиентного спуска согласно вычислительной
схеме (3.7). Для каждого симплекса в этой сумме (5.1) введем следую-
щую матрицу𝑊𝑘. Она будет составлена из столбцов, которые являются
разностью компоненты вектора (4.4), соответствующей точке 𝑞𝑗 , и ком-
понетны, сответствующей точке 𝑞𝑙. Тогда согласно (3.7) матрица 𝑉𝑘
значений отображения 𝜙𝑢(𝑥) будет меняться по формуле 𝑉𝑘 = 𝑉𝑘−𝜂𝑊𝑘.
Следовательно, неравенство (1.4) перепишется в виде

1

𝐿𝑖

∑︁
𝑝𝑖∈𝑆𝑘

|𝑉𝑘𝑄−1
𝑘 |

𝑛 − 𝜂𝑛|𝑉𝑘𝑄−1
𝑘 |

𝑛−2⟨𝑉𝑘𝑄−1
𝑘 ,𝑊𝑘𝑄

−1
𝑘 ⟩+ 𝑜(𝜂)

det(𝑉𝑘𝑄
−1
𝑘 )(1− 𝜂tr(𝑄𝑘𝑉 −1

𝑘 𝑊𝑘𝑄
−1
𝑘 + 𝑜(𝜂)))

< 𝑚𝑖,

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁. При малых значениях параметра 𝜂 это неравенство вы-
полняется, если оно выполнено при 𝜂 = 0. Другими словами, на сле-
дующей итерации вычислительного процесса (3.7) необходимое огра-
ничение на допустимую деформацию мы сможем обеспечить, если оно
выполнено на текущей итерации.

6. Метод координатного спуска

Рассмотрим еще одну процедуру построения приближенного реше-
ния вариационной задачи. Процесс построения начинается с выбора
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некоторого нулевого приближения 𝑢0. Затем мы выбираем последо-
вательно точки 𝑝1, ..., 𝑝𝑁 , которые не принадлежат Γ ⊂ Ω, и решаем
локальную вариационную задачу на минимум величины∑︁

𝑘:𝑆𝑘∋𝑝𝑖

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘|. (6.1)

Здесь сумма берется только по тем симплексам, для которых точка
𝑝𝑖 является вершиной. В этой задаче ищется значение отображения
𝜙𝑢(𝑥) в точке 𝑝𝑖, при котором величина (6.1) достигает минимального
значения. Решение этих задач дает новые элементы искомой последо-
вательности 𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑁 . Продолжая этот процесс по аналогии, мы
получаем последовательность 𝑢𝑡, 𝑡 = 0, 1, 2, ..., для которой имеет место
неравенствоΨ(𝑢𝑡) ≤ Ψ(𝑢𝑡−1). Рассуждая как и выше, мы можем сделать
вывод, что для этой последовательности справедлива теорема 1 и ее
следствие 1. Покажем для некоторого частного случая разрешимость
локальной вариационной задачи.

Теорема 3. Предположим, что функция 𝑊 (𝐹 ) имеет вид

𝑊 (𝐹 ) = 𝑎(|𝐹 |) + Γ(det𝐹 ), (6.2)

где 𝑎,Γ — положительные, строго выпуклые функции на интервале
(0,+∞), причем 𝑎(+∞) = +∞, Γ(0+) = +∞. Тогда для каждой точки
𝑝𝑖 задача на минимум функции (6.1) имеет единственное решение.

Доказательство. Рассмотрим отдельный симплекс 𝑆𝑘 в сумме (6.1).
Обозначим через 𝑞0, ..., 𝑞𝑛 его вершины, а 𝑣0, ..., 𝑣𝑛 — значения отоб-
ражения 𝜙𝑢(𝑥) в этих точках 𝜙𝑢(𝑞𝑗) = 𝑣𝑗 . Не ограничивая общности,
будем считать, что 𝑞𝑛 = 𝑝𝑖. Зададим вектор ℎ ∈ R𝑛 смещения значе-
ния отображения в точке 𝑝𝑖. Тогда 𝐴𝑘𝑞𝑗 + 𝑏𝑘 = 𝑣𝑗 , 𝑗 = 0, ..., 𝑛 − 1,
𝐴𝑘𝑞𝑛 = 𝑣𝑛+ℎ. Вычитая из полученных уравнений уравнение при 𝑗 = 0,
получим 𝐴𝑘(𝑞𝑗 − 𝑞0) = 𝑣𝑗 − 𝑣0, 𝐴𝑘(𝑞𝑛 − 𝑞0) = 𝑣𝑛 − 𝑣0 + ℎ. Как и выше,
запишем эту систему уравнений в матричном виде

𝐴𝑘𝑄𝑘 = 𝑉𝑘 +𝐻, (6.3)
где у матрицы 𝐻 все столбцы нулевые, кроме последнего, который
равен вектору ℎ. Подставляя в (6.1) и учитывая (6.2), будем иметь∑︁

𝑘:𝑆𝑘∋𝑝𝑖

𝑊 (𝑥𝑆𝑘
, 𝐴𝑘)|𝑆𝑘| =

∑︁
𝑘:𝑆𝑘∋𝑝𝑖

(𝑎(|𝐴𝑘|) +

+ Γ(det(𝐴𝑘))) |𝑆𝑘| =
∑︁

𝑘:𝑆𝑘∋𝑝𝑖

𝑎(|𝐴𝑘|)|𝑆𝑘|+
∑︁

𝑘:𝑆𝑘∋𝑝𝑖

Γ(det(𝐴𝑘))|𝑆𝑘|. (6.4)

Для доказательства теоремы достаточно показать, что функция, за-
даваемая равенством (6.4), есть строго выпуклая функция относитель-
но вектора смещения ℎ. Первое слагаемое представляет собой сумму
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выпуклых функций с положительными коэффициентами, потому яв-
ляется выпуклой. Докажем выпуклость второго слагаемого. Нам пона-
добится следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 — невырожденная матрица с коэффициен-
тами 𝑎𝑖𝑗 . Рассмотрим два вектора 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛 с компонентами 𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑖 =
1, ..., 𝑛. Тогда имеет место равенство

det(||𝑎𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗 ||) = det(𝐴) · (1 + ⟨𝐴−1𝑢, 𝑣⟩) = det(𝐴) + ⟨𝑢,Adj(𝐴) · 𝑣⟩.

Доказательство. Для начала предположим, что 𝐴 — это единичная
матрица. Доказательство проведем по индукции. Представим первый
столбец матрицы 𝛿𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗 в виде суммы столбцов

(1, 0, ..., 0)𝑇 и (𝑢1𝑣1, 𝑢2𝑣1, ..., 𝑢𝑛𝑣1)
𝑇 .

Тогда, используя предположение индукции для матриц меньшего по-
рядка, получим

det(𝛿𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗) = 1 +
𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑣𝑖 + det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢1𝑣1 𝑢1𝑣2 ... 𝑢1𝑣𝑛
𝑢2𝑣1 1 + 𝑢2𝑣2 ... 𝑢2𝑣𝑛
... ... ... ...
𝑢𝑖𝑣1 𝑢𝑖𝑣2 ... 𝑢𝑖𝑣𝑛
... ... ... ...
𝑢𝑛𝑣1 𝑢𝑛𝑣2 ... 1 + 𝑢𝑛𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теперь вынесем из первой строки величину 𝑢1, а из первого столбца 𝑣1,
получим

det(𝛿𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗) = 1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑢𝑖𝑣𝑖 + 𝑢1𝑣1det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 𝑣2 ... 𝑣𝑛
𝑢2 1 + 𝑢2𝑣2 ... 𝑢2𝑣𝑛
... ... ... ...
𝑢𝑖 𝑢𝑖𝑣2 ... 𝑢𝑖𝑣𝑛
... ... ... ...
𝑢𝑛 𝑢𝑛𝑣2 ... 1 + 𝑢𝑛𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вычитая из каждой строки первую строку, умноженную на 𝑢𝑖, лег-
ко убедиться, что последний определитель равен 1. Таким образом,
det(𝛿𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗) = 1 +

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖𝑣𝑖. Общий случай сводится к доказанному

заменой вектора 𝑢 на вектор 𝐴−1𝑢. Лемма доказана.

Теперь домножим равенство (6.3) на 𝑉 −1
𝑘 справа, получим

𝐴𝑘𝑄𝑘𝑉
−1
𝑘 = 𝐸 +𝐻𝑉 −1

𝑘 .
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Замечая, что коэффициенты матрицы 𝐻𝑉 −1
𝑘 представляют собой по-

парные произведения координат вектора смещения ℎ и вектора 𝑔𝑘, со-
ставленного из элементов последней строки матрицы 𝑉 −1

𝑘 на основании
леммы 1, получаем равенство

det(𝐴𝑘) =
det(𝑉𝑘)

det(𝑄𝑘)
(1 + ⟨ℎ, 𝑔𝑘⟩) .

Таким образом, функция det(𝐴𝑘) относительно вектора ℎ является сум-
мой линейной функции и константы. Поэтому Γ(det(𝐴𝑘)) — выпуклая
функция относительно вектора смещения ℎ. Тогда таковым является и
второе слагаемое в (6.4). Теорема доказана.

Запишем теперь ограничения (1.4), (5.1) в терминах вектора смеще-
ния ℎ. Из доказательства теоремы 3 имеем |𝐴𝑘| ≤ |𝑄−1

𝑘 | (|𝑉𝑘|+ |𝐻|) .
Замечая, что |𝐻| = |ℎ|, будем иметь |𝐴𝑘| ≤ |𝑄−1

𝑘 |(|𝑉𝑘| + |ℎ|). Учитывая
выражение для определителя 𝐴𝑘, получаем оценку

|𝐴𝑘|𝑛

det(𝐴𝑘)
≤
|𝑄−1

𝑘 |(|𝑉𝑘|+ |ℎ|)
𝑛det(𝑄𝑘)

det(𝑉𝑘)(1 + ⟨ℎ, 𝑔𝑘⟩)
.

Следовательно, в соответствии с (5.1) ограничения на вектор смещения
запишем в виде

1

𝐿𝑖

∑︁
𝑆𝑘∋𝑝𝑖

|𝑄−1
𝑘 |(|𝑉𝑘|+ |ℎ|)

𝑛det(𝑄𝑘)

det(𝑉𝑘)(1 + ⟨ℎ, 𝑔𝑘⟩)
< 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Отметим геометрический смысл вектора 𝑔𝑘. Этот вектор ортогонален
грани симплекса 𝜙𝑢(𝑆𝑘), лежащей напротив вершины 𝑢𝑖 = 𝜙𝑢(𝑝𝑖), на-
правленный в сторону этой вершины и имеющий длину, равную обрат-
ной величине длины высоты симплекса 𝜙𝑢(𝑆𝑘), опущеной из вершины
𝑢𝑖 на противоположную грань. Тогда легко понять условие положи-
тельности определителя матрицы 𝐴𝑘, оно имеет вполне геометрическую
интерпретацию. Положительность всех определителей det(𝐴𝑘) соответ-
ствующих симплексов, инцидентных вершине 𝑝𝑖, означает, что значе-
ние отображения 𝜙𝑢(𝑝𝑖) должно быть внутри объединения симплексов
𝜙𝑢(𝑆𝑘), имеющих точку 𝑢𝑖 в качестве вершины, т. е.

𝑢𝑖 + ℎ ∈
⋃︁
𝑆𝑘∋𝑝𝑖

𝜙𝑢(𝑆𝑘).

Это дискретная интерпретация условия инъективности отображения
𝜙𝑢(𝑥).
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7. Программная реализация

Для выполнения расчетов была написана программа с графическим
пользовательским интерфейсом на базе платформенно независмой биб-
лиотеки Qt5 на языке программирования C++. Визуализация результа-
тов расчетов реализована с возможностью 3D-обзора расчетной области
в специальном окне программы. С этой целью использовалась открытая
графическая библиотека трехмерной графики OpenGL. В качестве при-
меров расчетов в программу заложены следующие модели материалов
[12]:

− материалы Огдена,

𝑊 (𝑥, 𝐹 ) =
∑︁
𝑖=1

𝑛1𝑎𝑖tr(𝐶)
𝛾𝑖/2 +

∑︁
𝑗=1

𝑛2𝑏𝑗Adj(𝐶)
𝛿𝑗/2 + Γ(det(𝐹 )),

здесь 𝐶 = 𝐹 𝑇𝐹, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 > 0, 𝛾𝑖, 𝛿𝑗 ≥ 1 и Γ : (0,+∞) — выпуклая вниз
функция, такая, что Γ(𝛿)→ +∞, 𝛿 → 0+;

− неогуковы материалы, 𝑊 (𝐹 ) = 𝑎|𝐹 |2 + Γ(det𝐹 );

− материалы Муни – Ривлина, 𝑊 (𝐹 ) = 𝑎|𝐹 |2 + 𝑏|Adj𝐹 |2 + Γ(det𝐹 );
где 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, Γ(𝛿) = 𝑐𝛿2 − 𝑑 log 𝛿, 𝑐, 𝑑 > 0.

− материалы Сен-Венана – Кирхгофа, 𝑊 (𝐹 ) = 𝜆
2 tr(𝐸)2 + 𝜇

2 tr(𝐸
2),

𝐼 + 2𝐸 = 𝐹 𝑇𝐹 ;

− материалы Адамара – Грина, 𝑊 (𝐹 ) = 𝑎
2 |𝐹 |

2 + 𝛽
4

{︀
|𝐹 |4 − |𝐹𝐹 𝑇 |2

}︀
+

Γ(det𝐹 ), где 𝛼, 𝛽 > 0.

На данный момент в программе релизован алгоритм, описанный в
частях 2–4 настоящей статьи. На рис. 1 изображен пример представле-
ния промежуточного результата расчета в окне программы. Специаль-
ный вид этого окна программы позволяет осуществлять пространствен-
ный обзор трехмерной модели расчетной формы по разным ракурсам.
Исходная форма, заданная расчетной областью Ω ⊂ R3, закрашивается
в светло-коричневый цвет. Сама форма тела представлена в виде тет-
раэдральной сетки. На правой панели окна программы пользователь
может выбирать и настраивать параметры указанных выше моделей
материалов.

Кроме этого, в программе предусмотрена возможность задавать по-
тенциал внешних сил (например, поля сил тяжести) в виде долнитель-
ного скалярного слагаемого 𝑊 (𝑥, 𝐹 ) = 𝑊 (𝐹 ) + 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. Также
программа позволяет сохранить результат расчета в виде файла стан-
дартного формата OBJ для просмотра в любой прогамме 3D-графики.
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Рис. 1. Вид главного окна программы с возможностью 3D-обзора
результатов расчетов

Авторы выражают искреннюю благодарность профессору С.К. Во-
допьянову за полезные обсуждения по теме настоящей статьи.

8. Заключение

В статье описан метод расчета формы области при упругих дефор-
мациях на основе метода конечных элементов и триангуляции Делоне с
учетом допустимых деформаций. Для обоснования использования пред-
ложенного метода доказан ряд утверждений о сходимости итерацион-
ного процесса к точке локального минимума. На основе результатов
статьи разработано программное обеспечение для визуализации формы
деформированного тела для различных моделей упругих материалов.
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