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Аннотация. Исследуется бесконечная система алгебраических уравнений с мо-
нотонными нелинейностями и с бесконечной матрицей типа Теплица. Указанная
система имеет приложения в дискретных задачах динамической теории 𝑝-адических
открыто-замкнутых струн, кинетической теории газов и математической биологии.
При определенных ограничениях на нелинейности и на соответствующую матрицу
Теплица удается доказать теоремы существования и единственности нетривиально-
го решения в классе ограниченных последовательностей. Основным инструментом
доказательства теоремы единственности нетривиального решения является вспо-
могательная теорема самостоятельного характера об асимптотическом поведении
неотрицательного нетривиального и ограниченного решения на ±∞. Приводятся
конкретные прикладные примеры нелинейностей и соответствующей матрицы для
иллюстрации важности полученных результатов.
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Abstract. We study a infinite system of algebraic equations with monotone nonlineari-
ties and with an infinite Toeplitz type matrix. This system has applications in discrete
problems of the dynamical theory of 𝑝-adic open-closed strings, the kinetic theory of
gases, and mathematical biology. Under certain restrictions on the nonlinearities and
on the corresponding Toeplitz matrix, it is possible to prove existence and uniqueness
theorems for a nontrivial solution in the class of bounded sequences. The main tool
for proving the uniqueness theorem for a nontrivial solution is an auxiliary independent
theorem on the asymptotic behavior of a nonnegative nontrivial and bounded solution
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Keywords: Toeplitz type matrix, monotonicity, nonlinearity, iterations, convergence

Acknowledgements: This work was supported by the Russian Scientific Foundation
(Project No. 19-11-00223).

For citation: KhachatryanKh.A., PetrosyanH. S. Existence and Uniqueness Theorems
for One Infinite System of Nonlinear Algebraic Equations. The Bulletin of Irkutsk State
University. Series Mathematics, 2023, vol. 44, pp. 44–54. (in Russian)
https://doi.org/10.26516/1997-7670.2023.44.44

1. Введение

В работе рассматривается следующая бесконечная система нелиней-
ных алгебраических уравнений на множестве Z :

𝑄(𝑥𝑛) = 𝜇𝑛(𝑥𝑛) +

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗𝑥𝑗 , 𝑛 ∈ Z (1.1)

относительно неизвестного бесконечного вектора

x := (. . . , 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖, . . .)
𝑇

(𝑇 — знак транспонирования) с неотрицательными координатами 𝑥𝑗 ,
𝑗 ∈ Z. В бесконечной системе (1.1) нелинейность 𝑄(𝑢) определена на
множестве R+ := [0,+∞) и удовлетворяет следующим условиям:
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1) 𝑄 ∈ 𝐶(R+), 𝑄(0) = 0, 𝑦 = 𝑄(𝑢) монотонно возрастает на множестве
R+;

2) существует число 𝜂 > 0 такое, что 𝑄(𝜂) = 𝜂, причем

𝑄(𝑢) < 𝑢, 𝑢 ∈ (0, 𝜂),

𝑄(𝑢) > 𝑢, 𝑢 > 𝜂,

lim
𝑢→∞

(𝑄(𝑢)− 𝑢) = ∞.

Последовательность {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞ обладает следующими свойствами:

I) функции 𝜇𝑛 ∈ 𝐶(R+), 𝜇𝑛(0) = 0 и 𝜇𝑛(𝑢) монотонно возрастают по
𝑢 на R+, 𝑛 ∈ Z;

II) существуют 𝛼𝑛 := sup
𝑢∈R+

𝜇𝑛(𝑢) < +∞, 𝑛 ∈ Z, причем

𝛼 := (. . . , 𝛼−1, 𝛼0, 𝛼1, . . .)
𝑇 ∈ 𝑙1.

Элементы бесконечной теплицевой матрицы 𝐴 = (𝑎𝑛−𝑗)
∞
𝑛,𝑗=−∞ удовле-

творяют следующим ограничениям:

a) 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 ∈ Z,
∞∑︀

𝑖=−∞
𝑎𝑖 = 1,

b)
∞∑︀

𝑗=−∞
|𝑗|𝑎𝑗 < +∞.

Нелинейная бесконечная система (1.1) встречается в дискретных зада-
чах динамической теории 𝑝-адических открыто-замкнутых струн для
скалярного поля тахионов, в кинетической теории газов (при исследо-
вании дискретных аналогов нелинейных уравнений Больцмана в рам-
ках различных физических моделей), в математической биологии (в
дискретных задачах распространения эпидемии в рамках модифициро-
ванной модели Дикмана – Капера) (см. [1; 2] и [4–8]). В случае, когда
𝜇𝑛(0) ≡ 0, 𝑛 ∈ Z и 𝑦 = 𝑄(𝑢) является нечетной функцией, система
(1.1) и его двумерный аналог достаточно подробно были исследова-
ны в работах [7] и [3]. В указанных работах в основном обсуждались
вопросы построения нетривиальных знакопеременных решений в про-
странстве ограниченных последовательностей. Следует отметить так-

же, что в несимметричном случае, когда 𝜈(𝐴) :=
∞∑︀

𝑖=−∞
𝑖𝑎𝑖 ̸= 0 и 𝜇𝑛(𝑢) ≡

0, 𝑛 ∈ Z, при достаточно сильных ограничениях на нелинейность 𝑄 и на
последовательность {𝑎𝑛}∞𝑛=−∞ в работе [4] доказаны теоремы существо-
вания и единственности неотрицательного нетривиального решения в
определенном подклассе ограниченных последовательностей.
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В настоящей работе мы исследуем вопросы существования и един-
ственности положительного и ограниченного решения системы (1.1),
а также изучим асимптотическое поведение построенного решения на
±∞.

В конце приведем наглядные примеры нелинейностей 𝑦 = 𝑄(𝑢), 𝑦 =
𝜇𝑛(𝑢), 𝑛 ∈ Z и матрицы 𝐴, удовлетворяющих всем условиям сформу-
лированных теорем.

2. Теорема существования

Справедлива следующая

Теорема 1. При условиях 1), 2), 𝐼), 𝐼𝐼) и 𝑎) бесконечная система нели-
нейных алгебраических уравнений (1.1) имеет положительное и огра-
ниченное решение.

Доказательство. Рассмотрим следующие итерации для основной си-
стемы (1.1):

𝑄(𝑥(𝑝+1)
𝑛 ) = 𝜇𝑛(𝑥

(𝑝)
𝑛 ) +

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗𝑥
(𝑝)
𝑗 ,

𝑥(0)𝑛 = 𝜂, 𝑛 ∈ Z, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . .

(2.1)

Используя условия 1), 2), 𝐼), 𝐼𝐼) и 𝑎), индукцией по 𝑝 несложно дока-
зать, что

𝑥(𝑝+1)
𝑛 ≥ 𝑥(𝑝)𝑛 , 𝑛 ∈ Z, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . . (2.2)

Рассмотрим теперь следующее характеристическое уравнение на R+ :

𝑄(𝑢) = 𝑢+ 𝛾, (2.3)

где
𝛾 := sup

𝑛∈Z
𝛼𝑛. (2.4)

Из свойств 𝐼) и 𝐼𝐼) функциональной последовательности {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞
немедленно следует, что

𝛾 > 0. (2.5)

Обозначим через 𝜉 решение характеристического уравнения (2.3). С
учетом свойств 1), 2) функции 𝑄 заключаем, что данное решение един-
ственно в множестве (0,+∞), причем

𝜉 > 𝜂. (2.6)

Несложно также доказать, что

𝑥(𝑝)𝑛 ≤ 𝜉, 𝑛 ∈ Z, 𝑝 = 0, 1, 2, . . . . (2.7)
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Таким образом, последовательность бесконечных векторов

x(𝑝) := (. . . , 𝑥
(𝑝)
−1, 𝑥

(𝑝)
0 , 𝑥

(𝑝)
1 , . . .)𝑇 , 𝑝 = 0, 1, 2, . . .

имеет предел при 𝑝 → ∞ : lim
𝑝→∞

x(𝑝) = x = (. . . , 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, . . .)
𝑇 , при-

чем координаты предельного вектора удовлетворяют двойному нера-
венству:

𝜂 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝜉, 𝑛 ∈ Z. (2.8)

В силу непрерывности функций 𝑄(𝑢), {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞ и условия 𝑎) пре-
дельный вектор удовлетворяет системе (1.1).

3. Асимптотическое поведение решения на ±∞.

Пусть x := (. . . , 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, . . .)
𝑇 — произвольное ограниченное ре-

шение системы (1.1), координаты которого неотрицательны, причем
существует натуральное число 𝑛0 такое, что

𝑧0 := inf
{𝑛∈Z:|𝑛|≥𝑛0}

𝑥𝑛 > 0. (3.1)

Сначала докажем, что из (3.1) следует, что

𝑧 := inf
𝑛∈Z

𝑥𝑛 > 0. (3.2)

Действительно, учитывая условия 1), 𝐼) и 𝑎) из (1.1) будем иметь

𝑄(𝑥𝑛) ≥
∞∑︁

𝑗=−∞
𝑎𝑛−𝑗𝑥𝑗 ≥ 𝑧0

⎛⎝ −𝑛0∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗 +

∞∑︁
𝑗=𝑛0

𝑎𝑛−𝑗

⎞⎠ =

= 𝑧0

(︃ ∞∑︁
𝑚=𝑛+𝑛0

𝑎𝑚 +

𝑛−𝑛0∑︁
𝑚=−∞

𝑎𝑚

)︃
≥ 𝑧0min

{︂ ∞∑︁
𝑚=𝑛0

𝑎𝑚;

−𝑛0∑︁
𝑚=−∞

𝑎𝑚

}︂
> 0,

откуда в силу монотонности функции 𝑄 следует (3.2).
Таким образом, учитывая условия 1), 2) и 𝐼) из (1.1) получаем, что

𝑄(𝑧) ≥ 𝑧, откуда следует, что 𝑧 ≥ 𝜂. Следовательно, имеем

𝑥𝑛 ≥ 𝜂, 𝑛 ∈ Z. (3.3)

Введем следующее обозначение:

sup
𝑛∈Z

𝑥𝑛 := 𝑐0,

Используя свойства 1), 2), 𝐼), 𝐼𝐼) для нелинейностей 𝑄,𝜇𝑛, несложно
доказать, что 𝑐0 ≤ 𝜉.
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Пусть 𝑁 ∈ N — произвольное число. Тогда в силу условия 𝑎) имеем

0 ≤
𝑁∑︁

𝑛=0

(𝑄(𝑥𝑛)− 𝜂) =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝜇𝑛(𝑥𝑛) +
𝑁∑︁

𝑛=0

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗(𝑥𝑗 − 𝜂). (3.4)

Принимая во внимание условия 𝐼), 𝐼𝐼), 𝑎) и 𝑏) из (3.4), получим

0 ≤
𝑁∑︁

𝑛=0

(𝑄(𝑥𝑛)− 𝜂) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛 + 𝑐0

𝑁∑︁
𝑛=0

0∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗+

+
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑎𝑛−𝑗(𝑥𝑗 − 𝜂) + 𝑐0

𝑁∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑗=𝑁

𝑎𝑛−𝑗 =

=

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛 + 𝑐0

𝑁∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=𝑛

𝑎𝑚 + 𝑐0

𝑁∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=𝑁−𝑛

𝑎−𝑚+

+

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑁∑︁
𝑗=0

𝑎𝑛−𝑗(𝑥𝑗 − 𝜂) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛 + 𝑐0

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚(𝑚+ 1)+

+𝑐0

𝑁∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑚=𝑖

𝑎−𝑚 +
𝑁∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑗 − 𝜂) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+

+𝑐0

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚(𝑚+ 1) + 𝑐0

∞∑︁
𝑚=0

𝑎−𝑚(𝑚+ 1) +
𝑁∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑗 − 𝜂),

откуда следует, что

𝑁∑︁
𝑛=0

(𝑄(𝑥𝑛)−𝑥𝑛) ≤
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+ 𝑐0

∞∑︁
𝑚=0

(𝑎𝑚+ 𝑎−𝑚)(𝑚+1) := 𝐶1 < +∞. (3.5)

Устремляя 𝑁 → ∞ в (3.5), получим

∞∑︁
𝑛=0

(𝑄(𝑥𝑛)− 𝑥𝑛) ≤ 𝐶1 < +∞. (3.6)

Теперь дополнительно предположим, что функция 𝑦 = 𝑄(𝑢) выпукла
вниз на R+. Тогда в силу 1), 2), (3.3) можно утверждать, что при всяком
𝜀 ∈ (0, 1) имеет место оценка

𝑄(𝑥𝑛)− 𝜂 ≥ 𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

𝜂(1− 𝜀)
(𝑥𝑛 − 𝜂), 𝑛 ∈ Z. (3.7)
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Из (3.7) следует, что

𝑄(𝑥𝑛)− 𝑥𝑛 ≥ (𝑑− 1)(𝑥𝑛 − 𝜂), (3.8)

где

𝑑 :=
𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

𝜂 − 𝜂𝜀
> 1. (3.9)

Таким образом, из (3.8), (3.9) получаем, что
∞∑︁
𝑛=0

(𝑥𝑛 − 𝜂) ≤ 𝐶1

𝑑− 1
< +∞. (3.10)

Аналогично можно доказать, что
0∑︁

𝑛=−∞
(𝑥𝑛 − 𝜂) < +∞. (3.11)

Следовательно
x− ℎ ∈ 𝑙1, (3.12)

где ℎ := (. . . , 𝜂, . . . , 𝜂, . . .)𝑇 . Из (3.12), в частности, следует, что справед-
ливо lim

𝑛→±∞
𝑥𝑛 = 𝜂.

Итак, мы доказали следующий результат:

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 𝐼), 𝐼𝐼), 𝑎), 𝑏), причем
𝑄(𝜂) = 𝜂 и функция 𝑦 = 𝑄(𝑢) выпукла вниз на R+. Тогда любое огра-
ниченное неотрицательное решение системы (1.1), удовлетворяющее
неравенству (3.1), обладает свойством (3.12).

4. Единственность решения. Примеры

В данном разделе при введении дополнительных ограничений на
функции {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞ мы докажем следующую теорему единственно-
сти решения:

Теорема 3. При условиях теоремы 2, если 𝑎−𝑗 = 𝑎𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, . . . и
при каждом фиксированном 𝑛 ∈ Z функция 𝜇𝑛(𝑢) выпукла вверх на
множестве R+, то бесконечная система нелинейных алгебраических
уравнений (1.1) не может иметь более одного решения в следующем
классе бесконечных векторов:

B := {x := (. . . , 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, . . .)
𝑇 ∈ 𝑚, 𝑥𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ Z, ∃𝑛0 ∈ N

такое, что inf
{𝑛∈Z:|𝑛|≥𝑛0}

𝑥𝑛 > 0}

(где 𝑚 — пространство ограниченных последовательностей {𝑥𝑛}∞𝑛=−∞
с нормой ‖x‖𝑚 = sup

𝑛∈Z
|𝑥𝑛|).
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Доказательство. Предположим обратное: система (1.1) кроме решения
x ∈ B, построенного при помощи последовательных приближений (2.1),
имеет другое решение x̃ := (. . . , �̃�1, �̃�0, �̃�1, . . .)

𝑇 из B. Тогда существует
хотя бы одно число 𝑛* ∈ Z такое, что 𝑥𝑛* ̸= �̃�𝑛* . Обозначим через Ω
следующее подмножество целых чисел:

Ω := {𝑛 ∈ Z : 𝑥𝑛 ̸= �̃�𝑛}.

Очевидно, что Ω ̸= ∅, ибо 𝑛* ∈ Ω. Согласно теореме 2 имеем x− ℎ ∈ 𝑙1,
x̃− ℎ ∈ 𝑙1. Следовательно,

x− x̃ ∈ 𝑙1. (4.1)
Учитывая включение (4.1), условия 𝑎), 𝐼𝐼) и определение множества B,
из (1.1) будем иметь

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑥𝑛|𝑄(𝑥𝑛)−𝑄(�̃�𝑛)| ≤
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑥𝑛|𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|+

+

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑥𝑛

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑛−𝑗 |𝑥𝑗 − �̃�𝑗 | =

=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑥𝑛|𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|+

∞∑︁
𝑗=−∞

|𝑥𝑗 − �̃�𝑗 |
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑎𝑗−𝑛𝑥𝑛 =

=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑥𝑛|𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|+

∞∑︁
𝑗=−∞

|𝑥𝑗 − �̃�𝑗 |(𝑄(𝑥𝑗)− 𝜇𝑗(𝑥𝑗))

или, что то же самое,
∞∑︁

𝑛=−∞

(︂
𝑥𝑛|𝑄(𝑥𝑛)−𝑄(�̃�𝑛)| − 𝑥𝑛|𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|−

−|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|𝑄(𝑥𝑛) + |𝑥𝑛 − �̃�𝑛|𝜇𝑛(𝑥𝑛)
)︂

≤ 0.

(4.2)

Так как 𝑥𝑛 > 0, 𝑛 ∈ Z (см. формулировку теоремы 1), то в силу опре-
деления числового множества Ω неравенство (4.2) можно переписать в
следующем виде:∑︁

𝑛∈Ω
|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|𝑥𝑛

(︂
|𝑄(𝑥𝑛)−𝑄(�̃�𝑛)|

|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|
− 𝑄(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
+

+
𝜇𝑛(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
− |𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|

|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|

)︂
≤ 0.

(4.3)

Принимая во внимание условия 1), 2), 𝐼) и выпуклость вверх функций
𝜇𝑛(𝑢), 𝑛 ∈ Z, несложно проверить выполнение следующих неравенств:

𝜇𝑛(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
≥ |𝜇𝑛(𝑥𝑛)− 𝜇𝑛(�̃�𝑛)|

|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|
, 𝑛 ∈ Ω, (4.4)
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|𝑄(𝑥𝑛)−𝑄(�̃�𝑛)|
|𝑥𝑛 − �̃�𝑛|

>
𝑄(𝑥𝑛)

𝑥𝑛
, 𝑛 ∈ Ω. (4.5)

Учитывая (4.4) и (4.5) в (4.3), приходим к противоречию. Следователь-
но, x = x̃.

В конце работы приведем несколько наглядных примеров матрицы
𝐴, а также нелинейностей 𝑄(𝑢) и {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞, удовлетворяющих всем
условиям доказанных теорем.

Сначала приведем примеры для матрицы 𝐴 = (𝑎𝑛−𝑗)
∞
𝑛,𝑗=−∞ :

𝑝1) 𝑎𝑗 =
1− 𝑞

1 + 𝑞
𝑞|𝑗|, 0 < 𝑞 < 1 — произвольное число 𝑗 ∈ Z;

𝑝2) 𝑎𝑗 = (2𝑒𝑟 − 1)−1 𝑟
|𝑗|

|𝑗|!
, 0 < 𝑟 < 1 — любое число 𝑗 ∈ Z.

Примерами функциональной последовательности {𝜇𝑛(𝑢)}∞𝑛=−∞ могут
служить следующие:

𝑔1) 𝜇𝑛(𝑢) = 𝛼𝑛(1− 𝑒−𝑢), 𝑢 ∈ R+, 𝑛 ∈ Z,

𝑔2) 𝜇𝑛(𝑢) =
𝛼𝑛𝑢

𝑢+ 1
, 𝑢 ∈ R+, 𝑛 ∈ Z, где 𝛼 := (. . . , 𝛼−1, 𝛼0, 𝛼1, . . .)

𝑇 ∈ 𝑙1,

𝛼𝑗 > 0, 𝑗 ∈ Z.

Наконец, приведем примеры для нелинейности 𝑄 :

𝑓1) 𝑄(𝑢) = 𝑢𝑝, 𝑝 ≥ 2 — натуральное число 𝑢 ∈ R+;

𝑓2) 𝑄(𝑢) = 𝜀𝑢𝑞+(1−𝜀)𝑢, 𝜀 ∈ (0, 1] — числовой параметр, 𝑢 ∈ R+, 𝑞 ≥ 2
— произвольное число.

Замечание 1. Отметим, что часть приведенных примеров имеют при-
ложения в дискретных задачах в теории 𝑝-адических струн и в матема-
тической теории эпидемических заболеваний. Нелинейности вида 𝑓1),
𝑓2) встречаются в теории 𝑝-адических струн (см. [1;2]), а нелинейности
𝑔1), 𝑓1) в математической биологии (см. [6; 8]).

5. Заключение

В статье изучена бесконечная система нелинейных алгебраических
уравнений с матрицами типа Теплица. Такие системы возникают в дис-
кретных задачах теории 𝑝-адических струн, кинетической теории га-
зов и математической эпидемиологии. Доказаны конструктивные тео-
ремы существования и единственности в классе ограниченных последо-
вательностей. Установлено также асимптотическое поведение решения
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на ±∞. Приведены прикладные примеры нелинейностей и соответству-
ющей матрицы Теплица.

Авторы выражают благодарность рецензентам за полезные замеча-
ния.
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