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Аннотация. В работе исследуется линеаризованная двумерная задача о малых
движениях системы твёрдых тел, частично заполненных вязкими несжимаемыми
жидкостями и последовательно соединённых пружинами. Первое и последнее тела
прикреплены пружинами к двум опорам с заданным законом движения. Траектория
движения системы перпендикулярна направлению силы тяжести, а демпфирующие
силы, действующие на гидромеханическую систему, порождаются трением тел о
неподвижную горизонтальную опору. Для описанной системы сформулирован закон
баланса полной энергии. С использованием метода ортогонального проектирования
и ряда вспомогательных краевых задач исходная начально-краевая задача сведена
к задаче Коши для дифференциально-операторного уравнения первого порядка в
ортогональной сумме некоторых гильбертовых пространств. Изучены свойства опе-
раторных матриц, являющихся коэффициентами полученного дифференциального
уравнения. Доказана теорема об однозначной разрешимости полученной задачи Ко-
ши на положительной полуоси. На основе доказанной теоремы найдены достаточные
условия существования сильного по времени решения начально-краевой задачи, опи-
сывающей эволюцию гидросистемы. С математической точки зрения рассматрива-
емая система является конечномерным возмущением известной задачи С.Г.Крейна
о малых движениях вязкой жидкости в открытом сосуде.
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Abstract. In this paper, we investigate the linearized two-dimensional problem on small
motions of a system of rigid bodies partially filled with viscous incompressible fluids and
connected in series by springs. The first and last bodies are attached by springs to two
supports with a given law of motion. The trajectory of the system is perpendicular to the
direction of gravity, and the damping forces acting on the hydrodynamical system are gen-
erated by the friction of bodies against a stationary horizontal support. For the described
system, the law of total energy balance is formulated. Using the orthogonal projection
method and a number of auxiliary boundary problems, the original initial-boundary value
problem is reduced to the Cauchy problem for a first-order differential-operator equation
in the orthogonal sum of some Hilbert spaces. The properties of operator matrices, which
are coefficients of the obtained differential equation, are investigated. A theorem on the
unique solvability of the resulting Cauchy problem on the positive semi-axis is proved.
On the basis of the proved theorem, sufficient conditions for the existence of a strong with
respect to time solution of an initial-boundary value problem describing the evolution of
a hydrodynamical system, are found. From a mathematical point of view, the system
under consideration is a finite-dimensional perturbation of the well-known S.G.Krein’s
problem on small motions of a viscous fluid in an open vessel.
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1. Введение

Одними из первых, кто применил методы функционального анализа
для исследования задачи о малых движениях тела, частично заполнен-
ного вязкой жидкостью, были С. Г.Крейн, Н.Н.Моисеев, О.Б.Иевлева,
П.С.Краснощёков, Ф.Л.Черноусько и Н.Д.Копачевский. В дальней-
шем различные вопросы,связанные с близкими задачами гидромехани-
ки,исследовались многими авторами (см.монографии Н.Д.Копачевско-
го [11;12]иссылкивних).Из недавних работ по данной тематике можно
отметить статьи Д.О.Цветкова [5;6], в которых рассмотрены малые ко-
лебания системы идеальных жидкостей и вязкой жидкости с эффектом
стратификации, частично заполняющих произвольный сосуд.

Данная статья является продолжением цикла работ автора, посвя-
щённых исследованию двумерных линеаризованных задач о малых дви-
жениях и нормальных колебаниях системы тел, частично заполненных
жидкостями, под действием упругодемпфирующего устройства. В ра-
боте [7] доказана теорема о разрешимости задачи о малых движениях
системы тел в случае, когда твёрдые тела системы заполнены одно-
родными идеальными жидкостями, работа [8] посвящена исследованию
спектральных свойств этой задачи. В представленной работе рассмат-
ривается новая задача, исследуется случай заполнения тел вязкими
жидкостями. Применяя операторный подход, изложенный в моногра-
фии Н.Д.Копачевского [3], и метод операторных матриц, исследова-
ние начально-краевой задачи о движениях системы тел автор сводит
к исследованию задачи Коши для дифференциального операторного
уравнения первого порядка в некотором гильбертовом пространстве ℋ:

𝒞 𝑑𝑧
𝑑𝑡

+𝒜0𝑧 = ℱ , 𝑧(0) = 𝑧0.

Основным результатом данной работы является теорема 1 о разре-
шимости начально-краевой задачи, описывающей эволюцию изучаемой
гидросистемы.

2. Математическая постановка задачи

Рассмотрим гидромеханическую систему, состоящую из 𝑛 тел, кото-
рые закреплены между двумя опорами так, что 𝑙-е тело соединено с
соседними (𝑙 − 1)-м и (𝑙 + 1)-м телами пружинами с жёсткостями 𝑘2𝑙−1,
𝑘2𝑙 соответственно, а первое и последнее тела прикреплены к пружи-
нам с жёсткостями 𝑘20, 𝑘2𝑛, концы которых неподвижно закреплены на
опорах, 𝑙 = 1, 𝑛.

Каждое 𝑙-е тело представляет собой открытый сосуд, частично за-
полненный вязкой несжимаемой жидкостью плотности 𝜌𝑙 > 0 с динами-
ческим коэффициентом вязкости 𝜇𝑙 > 0. В состоянии покоя жидкость
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занимает область Ω𝑙 ⊂ R2 со свободной границей Γ𝑙 и твёрдой стен-
кой 𝑆𝑙. Пусть 𝑚𝑙 := 𝑚b,𝑙 +𝑚f,𝑙, где 𝑚b,𝑙 — масса тела, 𝑚f,𝑙 — масса
жидкости. В состоянии покоя границы Γ𝑙 считаем горизонтальными
прямыми. Под упругодемпфирующим устройством будем понимать на-
личие пружин, прикреплённых к твёрдым стенкам сосудов, как пока-
зано на рис. 1, и трение днищ сосудов о неподвижную горизонтальную
опору. Через 𝛼𝑙 > 0 обозначим коэффициент трения дна 𝑙-го тела об
опору.

Рис. 1. Cхема гидромеханической системы.

Введём неподвижную декартову систему координат 𝑂𝑥1𝑥2 с орта-
ми e𝑗 , 𝑗 = 1, 2, так, чтобы тела совершали движения вдоль оси 𝑂𝑥1.
Кроме того, введём подвижные системы координат 𝑋0

𝑙 𝑥
(𝑙)
1 𝑥

(𝑙)
2 , жёстко

связанные с 𝑙-ми телами. Орты подвижных систем обозначим через e(𝑙)𝑗 ,

𝑗 = 1, 2. При этом e𝑗 = e
(𝑙)
𝑗 .

В процессе малых движений тела рассмотрим перемещение 𝑙-го те-
ла вдоль оси 𝑂𝑥1 и обозначим через 𝑥𝑙(𝑡) малое смещение этого тела
относительно равновесного состояния.

Обозначим через u𝑙(𝑡, 𝑥
(𝑙)) =

(︀
𝑢𝑙,1(𝑡, 𝑥

(𝑙)
1 );𝑢𝑙,2(𝑡, 𝑥

(𝑙)
2 )
)︀

поле относи-
тельных скоростей 𝑙-й жидкости в 𝑙-й подвижной системе координат.
Тогда полная скорость 𝑙-й жидкости в неподвижной системе будет вы-
ражаться формулой �̇�𝑙(𝑡)e1 + u𝑙(𝑡, 𝑥

(𝑙)).
Используя второй закон Ньютона, запишем уравнения движения тел

с жидкостями в неподвижной системе координат𝑂𝑥1𝑥2. Более подробно
вывод этих уравнений описан в [7]. Будем иметь:

𝑚1�̈�1e1 + 𝜌1

∫︁
Ω1

𝜕u1

𝜕𝑡
𝑑Ω1 = −𝑘20𝑥1e1 + 𝑘21(𝑥2 − 𝑥1)e1 + 𝑘20𝑥0e1−

− 𝛼1�̇�1e1 − 𝑔𝑚1e2 + fb,1 +𝑁1e2, (2.1)

𝑚𝑙�̈�𝑙e1 + 𝜌𝑙

∫︁
Ω𝑙

𝜕u𝑙

𝜕𝑡
𝑑Ω𝑙 = −𝑘2𝑙−1(𝑥𝑙 − 𝑥𝑙−1)e1 + 𝑘2𝑙 (𝑥𝑙+1 − 𝑥𝑙)e1−

− 𝛼𝑙�̇�𝑙e1 − 𝑔𝑚𝑙e2 + fb,𝑙 +𝑁𝑙e2, 𝑙 = 2, 𝑛− 1, (2.2)
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𝑚𝑛�̈�𝑛e1 + 𝜌𝑛

∫︁
Ω𝑛

𝜕u𝑛

𝜕𝑡
𝑑Ω𝑛 = −𝑘2𝑛−1(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)e1 − 𝑘2𝑛𝑥𝑛e1 + 𝑘2𝑛𝑥𝑛+1e1−

− 𝛼𝑛�̇�𝑛e1 − 𝑔𝑚𝑛e2 + fb,𝑛 +𝑁𝑛e2, (2.3)

где 𝑥0 = 𝑥0(𝑡) — заданный закон движения левой стенки, 𝑁𝑙 = 𝑁𝑙(𝑡) —
реакция опоры, fb,𝑙 = fb,𝑙(𝑡) — малая внешняя сила, действующая на 𝑙-е
тело, 𝑙 = 1, 𝑛, 𝑔 — гравитационное ускорение, 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛+1(𝑡) — задан-
ный закон движения правой стенки.

Малые движения вязкой жидкости в области Ω𝑙 описываются лине-
аризованным уравнением Навье – Стокса (см. [3, гл. 6, § 1, п. 1]):

𝜌𝑙

(︂
𝜕u𝑙

𝜕𝑡
+ �̈�𝑙e

(𝑙)
1

)︂
+∇𝑝𝑙 = 𝜇𝑙Δu𝑙 + 𝜌𝑙ff,𝑙(𝑡, 𝑥

(𝑙)), divu𝑙 = 0 (в Ω𝑙), (2.4)

где 𝑝𝑙 = 𝑝𝑙(𝑡, 𝑥
(𝑙)) — отклонение давления в жидкости в процессе дви-

жения от равновесного давления, а ff,𝑙 = ff,𝑙(𝑡, 𝑥
(𝑙)) — малая сила, дей-

ствующая на жидкость в области Ω𝑙, 𝑙 = 1, 𝑛.
Через 𝜁𝑙(𝑡, 𝑥

(𝑙)
1 ) (𝑥

(𝑙)
1 ∈ Γ𝑙) обозначим функцию, описывающую малые

отклонения свободной границы Γ𝑙(𝑡) вдоль e
(𝑙)
2 относительно Γ𝑙.

Граничными условиями в рассматриваемой задаче являются условие
прилипания вязкой жидкости на твёрдой стенке:

u𝑙 = 0 (на 𝑆𝑙), 𝑙 = 1, 𝑛, (2.5)

линеаризованные кинематические и динамические условия на свобод-
ной поверхности соответственно

𝜕𝜁𝑙
𝜕𝑡

= u𝑙 · e
(𝑙)
2 (на Γ𝑙), 𝑙 = 1, 𝑛, (2.6)

−𝑝𝑙 + 2𝜌𝑙𝜈𝑙
𝜕𝑢𝑙,2

𝜕𝑥
(𝑙)
2

= −𝜌𝑙𝑔𝜁𝑙 (на Γ𝑙), 𝑙 = 1, 𝑛, (2.7)

𝜌𝑙𝜈𝑙

(︃
𝜕𝑢𝑙,1

𝜕𝑥
(𝑙)
2

+
𝜕𝑢𝑙,2

𝜕𝑥
(𝑙)
1

)︃
= 0 (на Γ𝑙), 𝑙 = 1, 𝑛, (2.8)

а также условие сохранения объёма каждой жидкости∫︁
Γ𝑙

𝜁𝑙 𝑑Γ𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑛. (2.9)

Здесь через 𝜈𝑙 := 𝜇𝑙/𝜌𝑙 обозначен коэффициент кинематической вязко-
сти жидкости, а через n𝑙 далее будем обозначать единичный вектор, на-
правленный вне области Ω𝑙 и перпендикулярный к границе 𝜕Ω𝑙= Γ𝑙∪ 𝑆𝑙,
𝑙 = 1, 𝑛. На границе Γ𝑙, очевидно, будет выполнено n𝑙 = e

(𝑙)
2 .
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Для полноты формулировки задачи зададим начальные условия:

𝑥𝑙(0) = 𝑥0𝑙 , �̇�𝑙(0) = 𝑥1𝑙 ,

u𝑙(0, 𝑥
(𝑙)) = u 0

𝑙 (𝑥
(𝑙)), 𝜁𝑙(0, 𝑥

(𝑙)
1 ) = 𝜁0𝑙 (𝑥

(𝑙)
1 ), 𝑙 = 1, 𝑛.

(2.10)

Таким образом, задача о малых движениях системы твёрдых тел,
частично заполненных вязкими несжимаемыми жидкостями, под дей-
ствием упругих и демпфирующих сил сводится к решению уравнений
(2.1)-(2.4) при краевых и начальных условиях (2.5)-(2.10).

Лемма 1. Будем считать, что поставленная задача (2.1)–(2.10)
имеет классическое решение, т. е. такое решение, что все функции
в уравнениях, граничных и начальных условиях непрерывны по всем
своим переменным. Тогда тождество

1

2

𝑑

𝑑𝑡

{︂ 𝑛∑︁
𝑙=1

(︂
𝑚b,𝑙|�̇�𝑙| 2 + 𝜌𝑙

∫︁
Ω𝑙

⃒⃒
u𝑙 + �̇�𝑙e

(𝑙)
1

⃒⃒2
𝑑Ω𝑙 + 𝜌𝑙𝑔

∫︁
Γ𝑙

|𝜁𝑙|2𝑑Γ𝑙

)︂
+

+ 𝑘20𝑥
2
1 + 𝑘2𝑛𝑥

2
𝑛 +

𝑛−1∑︁
𝑙=1

𝑘2𝑙 |𝑥𝑙+1 − 𝑥𝑙|2
}︂

= 𝑘20𝑥0�̇�1 + 𝑘2𝑛𝑥𝑛+1�̇�𝑛+

+
𝑛∑︁

𝑙=1

(︂
− 𝛼𝑙|�̇�𝑙| 2 + (fb,𝑙 · e1)�̇�𝑙 + 𝜌𝑙

∫︁
Ω𝑙

ff,𝑙 · u𝑙 𝑑Ω𝑙 + 𝜇𝑙𝐸(u𝑙,u𝑙)

)︂
,

где

𝐸(u𝑙,v𝑙) :=
1

2

∫︁
Ω𝑙

2∑︁
𝑖,𝑗=1

(︂
𝜕𝑢𝑙,𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑙,𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂(︂
𝜕𝑣𝑙,𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑙,𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑑Ω𝑙,

представляет собой закон баланса полной энергии исследуемой гидро-
механической системы, записанный в дифференциальной форме.

3. Функциональные пространства

Введём гильбертово пространство L2(Ω) :=
𝑛⨁︀

𝑙=1

L2(Ω𝑙), где L2(Ω𝑙) —

гильбертово пространство со скалярным произведением и нормой

(u𝑙,v𝑙)L2(Ω𝑙) :=

∫︁
Ω𝑙

u𝑙(𝑥
(𝑙)) · v𝑙(𝑥(𝑙)) 𝑑Ω𝑙, ‖u𝑙‖2L2(Ω𝑙)

=

∫︁
Ω𝑙

|u𝑙(𝑥
(𝑙))|2 𝑑Ω𝑙.

Как известно, пространство L2(Ω𝑙) имеет ортогональное разложение
(см., например, [3, гл. 2, § 1, формула (1.24)])

L2(Ω𝑙) = J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙)⊕G0,Γ𝑙

(Ω𝑙), J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙) = J0(Ω𝑙)⊕Gℎ,𝑆𝑙

(Ω𝑙), (3.1)
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где
J0(Ω𝑙) :=

{︀
u𝑙 ∈ L2(Ω𝑙) : divu𝑙 = 0 (в Ω𝑙), u𝑙 · n𝑙 = 0 (на 𝜕Ω𝑙)

}︀
,

Gℎ,𝑆𝑙
(Ω𝑙) :=

{︀
u𝑙 = ∇Φ𝑙 ∈ L2(Ω𝑙) : ΔΦ𝑙 = 0 (в Ω𝑙),

𝜕Φ𝑙

𝜕𝑛𝑙
= 0 (на 𝑆𝑙),

∫︁
Γ𝑙

Φ𝑙𝑑Γ𝑙 = 0
}︀
,

G0,Γ𝑙
(Ω𝑙) :=

{︀
u𝑙 = ∇Ψ𝑙 ∈ L2(Ω𝑙) : Ψ𝑙 = 0 (на Γ𝑙)

}︀
.

Введём пространство J1
0,𝑆𝑙

(Ω𝑙), плотно вложенное в J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙):

J1
0,𝑆𝑙

(Ω𝑙) :=
{︀
u𝑙 ∈ L2(Ω𝑙) : 𝐸(u𝑙,u𝑙)<∞, divu𝑙= 0 (в Ω𝑙), u𝑙= 0 (на 𝑆𝑙)

}︀
,

и определим гильбертово пространство 𝐿2,Γ𝑙
, являющееся подпростран-

ством 𝐿2(Γ𝑙), ортогональным единичной функции 1Γ𝑙
:= 1|Γ𝑙

:

𝐿2,Γ :=

𝑛⨁︁
𝑙=1

𝐿2,Γ𝑙
, 𝐿2,Γ𝑙

:=
{︁
𝜁𝑙 ∈ 𝐿2(Γ𝑙) :

∫︁
Γ𝑙

𝜁𝑙 𝑑Γ𝑙 = 0
}︁
.

Далее в исследуемой проблеме искомые векторные и скалярные поля
будем считать функциями переменной 𝑡 со значениями в соответству-
ющих введённых выше пространствах и подпространствах.

Введём ортопроекторы 𝑃0,𝑆𝑙
и 𝑃0,Γ𝑙

пространства L2(Ω𝑙) на подпро-
странства J0,𝑆𝑙

(Ω𝑙) и G0,Γ𝑙
(Ω𝑙) соответственно. В силу условия соле-

ноидальности и условия прилипания на 𝑆𝑙 для u𝑙 считаем, что поле
u𝑙 принадлежит подпространству J1

0,𝑆𝑙
(Ω𝑙). Подействуем введёнными

ортопроекторами на уравнение из (2.4), получим

𝜌𝑙
𝜕u𝑙

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙

e
(𝑙)
1 +∇̃︀𝑝𝑙 = 𝜇𝑙𝑃0,𝑆𝑙

Δu𝑙 + 𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙
ff,𝑙(𝑡, 𝑥

(𝑙)), (3.2)

𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,Γ𝑙
e
(𝑙)
1 + 𝑃0,Γ𝑙

∇𝑝𝑙 = 𝜇𝑙𝑃0,Γ𝑙
Δu𝑙 + 𝜌𝑙𝑃0,Γ𝑙

ff,𝑙(𝑡, 𝑥
(𝑙)). (3.3)

Здесь через ∇̃︀𝑝𝑙 обозначено поле ∇̃︀𝑝𝑙 := 𝑃0,𝑆𝑙
∇𝑝𝑙, ∇̃︀𝑝𝑙 ∈ Gℎ,𝑆𝑙

(Ω𝑙) в
силу разложения пространства L2(Ω𝑙). Из уравнения (3.3) при извест-
ных u𝑙 и 𝑥𝑙 найдём составляющую градиента давления в подпростран-
стве G0,Γ𝑙

(Ω𝑙). Поэтому далее рассматриваем только уравнение (3.2).
Далее, представим ∇̃︀𝑝𝑙 в виде суммы ∇̃︀𝑝𝑙 = ∇̃︀𝑝𝑙,1 +∇̃︀𝑝𝑙,2 и подберём

поле∇̃︀𝑝𝑙,1 таким образом, чтобы поле u𝑙 являлось решением следующей
краевой задачи:

−𝑃0,𝑆𝑙
Δu𝑙 + 𝜇−1

𝑙 ∇̃︀𝑝𝑙,1 = 𝜇−1
𝑙

(︂
𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙

ff,𝑙 − 𝜌𝑙
𝜕u𝑙

𝜕𝑡
− 𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙

e
(𝑙)
1 −∇̃︀𝑝𝑙,2)︂ ,

𝜇𝑙

(︃
𝜕𝑢𝑙,1

𝜕𝑥
(𝑙)
2

+
𝜕𝑢𝑙,2

𝜕𝑥
(𝑙)
1

)︃
= 0 (на Γ𝑙), −̃︀𝑝𝑙,1 + 2𝜇𝑙

𝜕𝑢𝑙,2

𝜕𝑥
(𝑙)
2

= 0 (на Γ𝑙),

divu𝑙 = 0 (в Ω𝑙), u𝑙 = 0 (на 𝑆𝑙).
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Эта задача — первая вспомогательная задача С. Г.Крейна, которая,
как известно (см., например, [3, гл. 2, § 2, п. 7]), имеет единственное
обобщённое решение

u𝑙 = 𝜇−1
𝑙 𝐴−1

𝑙

(︂
𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙

ff,𝑙 − 𝜌𝑙
𝜕u𝑙

𝜕𝑡
− 𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙

e
(𝑙)
1 −∇̃︀𝑝𝑙,2)︂ , (3.4)

когда выражение в правой части в скобках из J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙). Оператор 𝐴𝑙

из (3.4) самосопряжённый и положительно определённый в J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙),

область определения оператора 𝒟(𝐴𝑙) плотна в пространстве J1
0,𝑆𝑙

(Ω𝑙),

а 𝒟
(︀
𝐴

1/2
𝑙

)︀
= J1

0,𝑆𝑙
(Ω𝑙). Оператор 𝐴−1

𝑙 является положительным и ком-
пактным в J0,𝑆𝑙

(Ω𝑙).
Итак, можно переписать (3.4) в виде

𝜌𝑙
𝑑u𝑙

𝑑𝑡
+ 𝜇𝑙𝐴𝑙u𝑙 +∇̃︀𝑝𝑙,2 = −𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙

e
(𝑙)
1 + 𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙

ff,𝑙. (3.5)

Учитывая принадлежность ∇̃︀𝑝𝑙,2 ∈ Gℎ,𝑆𝑙
(Ω𝑙), найдём, что ̃︀𝑝𝑙,2 удо-

влетворяет следующей задаче:

Δ̃︀𝑝𝑙,2 = 0 (в Ω𝑙), ̃︀𝑝𝑙,2 = 𝜌𝑙𝑔𝜁𝑙 (на Γ𝑙),

𝜕̃︀𝑝𝑙,2
𝜕𝑛

= 0 (на 𝑆𝑙),
∫︁
Γ𝑙

̃︀𝑝𝑙,2 𝑑Γ𝑙 = 0.

Это известная задача Зарембы для оператора Лапласа, которая имеет
единственное решение ̃︀𝑝𝑙,2 ∈ 𝐻1

Γ𝑙
(Ω𝑙) при 𝜁𝑙 ∈ 𝐻

1/2
Γ𝑙

(см. [3, гл. 1, § 3, п. 6])

и липшицевости границы области Ω𝑙. Здесь 𝐻
1/2
Γ𝑙

:= 𝐻1/2(Γ𝑙) ∩ 𝐿2,Γ𝑙
,

где 𝐻1/2(Γ𝑙) — это пространство Соболева – Слободецкого с дробным
индексом. Поэтому можно считать, что ∇̃︀𝑝𝑙,2 = 𝜌𝑙𝑔𝐺𝑙𝜁𝑙.

Таким образом, уравнение (3.5) окончательно можно записать в сле-
дующем виде:

𝜌𝑙
𝑑u𝑙

𝑑𝑡
+ 𝜇𝑙𝐴𝑙u𝑙 + 𝜌𝑙𝑔𝐺𝑙𝜁𝑙 = 𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙

ff,𝑙 − 𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙
e
(𝑙)
1 . (3.6)

Введём операторы 𝑃𝜌𝑙 и 𝛾𝑛,𝑙, действующие по формулам

𝑃𝜌𝑙u𝑙 := 𝜌𝑙

∫︁
Ω𝑙

u𝑙 · e
(𝑙)
1 𝑑Ω𝑙, 𝛾𝑛,𝑙u𝑙 := u𝑙 · nl =

𝜕𝜁𝑙
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑙

. (3.7)

С учётом операторов (3.7) перепишем уравнения (3.6) и уравнения
движения тел с жидкостями (2.1)–(2.3), спроектированные на орт e1,
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следующим образом:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜌𝑙
𝑑u𝑙

𝑑𝑡
+ 𝜌𝑙�̈�𝑙𝑃0,𝑆𝑙

e
(𝑙)
1 + 𝜇𝑙𝐴𝑙u𝑙 + 𝜌𝑙𝑔𝐺𝑙𝜁𝑙 = 𝜌𝑙𝑃0,𝑆𝑙

ff,𝑙, 𝑙 = 1, 𝑛,

𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝜌1u1 +𝑚1�̈�1 + 𝑘20𝑥1−𝑘21(𝑥2 − 𝑥1)+𝛼1�̇�1=𝑘

2
0𝑥0+fb,1 · e1,

𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝜌𝑙u𝑙 +𝑚𝑙�̈�𝑙 + 𝑘2𝑙−1(𝑥𝑙−𝑥𝑙−1)−𝑘2𝑙 (𝑥𝑙+1−𝑥𝑙)+𝛼𝑙�̇�𝑙= fb,𝑙 · e1,

𝑙 = 2, 𝑛− 1,
𝑑

𝑑𝑡
𝑃𝜌𝑛u𝑛 +𝑚𝑛�̈�𝑛 + 𝑘2𝑛−1(𝑥𝑛−𝑥𝑛−1)+𝑘

2
𝑛𝑥𝑛+𝛼𝑛�̇�𝑛=𝑘

2
𝑛𝑥𝑛+1+fb,𝑛 · e1.

(3.8)
Систему (3.8) запишем в виде дифференциально-операторного урав-

нения первого порядка в гильбертовом пространствеℋ1 :=J0,𝑆(Ω)⊕ C𝑛:

(︂
𝐼𝜌 𝐸
𝑃𝜌 𝐼𝑚

)︂
𝑑

𝑑𝑡

(︂
u
�̇�

)︂
+

(︂
𝐼𝜇𝐴 0
0 𝐼𝛼

)︂(︂
u
�̇�

)︂
+

+

(︂
𝑔𝐼𝜌𝐺 0
0 𝐾

)︂(︂
𝜁
𝑥

)︂
=

(︂
𝐼𝜌𝑃0,𝑆ff
fb,e1

)︂
+

(︂
0
𝑘

)︂
. (3.9)

Здесь использованы обозначения:

𝐸 := diag(𝜌1𝑃0,𝑆1e
(1)
1 , . . . , 𝜌𝑛𝑃0,𝑆𝑛e

(𝑛)
1 ), 𝑃0,𝑆 := diag(𝑃0,𝑆1 , . . . , 𝑃0,𝑆𝑛),

𝐼𝜌 := diag(𝜌1𝐼, . . . , 𝜌𝑛𝐼), 𝐼𝑚 := diag(𝑚1𝐼, . . . ,𝑚𝑛𝐼),

𝐼𝛼 := diag(𝛼1𝐼, . . . , 𝛼𝑛𝐼), 𝐼𝜇 := diag(𝜇1𝐼, . . . , 𝜇𝑛𝐼),

𝛾𝑛 := diag(𝛾𝑛,1, . . . , 𝛾𝑛,𝑛), 𝐺 := diag(𝐺1, . . . , 𝐺𝑛),

𝑃𝜌 := diag(𝑃𝜌1 , . . . , 𝑃𝜌𝑛), 𝐴 := diag(𝐴1, . . . , 𝐴𝑛),

u := (u1; . . . ;u𝑛)
𝜏 , 𝑥 := (𝑥1; . . . ;𝑥𝑛)

𝜏 , �̇� := (�̇�1; . . . ; �̇�𝑛)
𝜏 ,

ff := (ff,1; . . . ; ff,𝑛)
𝜏 , fb,e1 := (fb,1 · e1; . . . ; fb,𝑛 · e1)𝜏 ,

𝜁 := (𝜁1; . . . ; 𝜁𝑛)
𝜏 , 𝑘 := (𝑘20𝑥0; 0; . . . ; 0; 𝑘

2
𝑛𝑥𝑛+1)

𝜏 ,

где символом 𝜏 обозначена операция транспонирования. Оператор 𝐾
определён по формуле

𝐾 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑘20 + 𝑘21 −𝑘21 0 · · · 0
−𝑘21 𝑘21 + 𝑘22 −𝑘22 · · · 0
0 −𝑘22 𝑘22 + 𝑘23 · · · 0
...

...
...

. . . −𝑘2𝑛−1

0 0 0 −𝑘2𝑛−1 𝑘2𝑛−1 + 𝑘2𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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С учётом следующих обозначений:

𝐵12 :=

(︂
𝑔𝐼𝜌𝐺 0
0 𝐾

)︂
, 𝒟(𝐵12) = 𝒟(𝐺)⊕ C𝑛,

𝐶1 :=

(︂
𝐼𝜌 𝐸
𝑃𝜌 𝐼𝑚

)︂
, 𝐴11 :=

(︂
𝐼𝜇𝐴 0
0 𝐼𝛼

)︂
,

𝑓1 :=

(︂
𝐼𝜌𝑃0,𝑆ff
fb,e1

)︂
, 𝑓2 :=

(︂
0
𝑘

)︂
, 𝑧1 :=

(︂
u
�̇�

)︂
, 𝑧2 :=

(︂
𝜁
𝑥

)︂
,

уравнение (3.9) примет вид

𝐶1
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

+𝐴11𝑧1 +𝐵12𝑧2 = 𝑓1 + 𝑓2. (3.10)

Рассмотрим систему из двух очевидных связей⎧⎪⎨⎪⎩
𝜌𝑙𝑔

𝜕𝜁𝑙
𝜕𝑡

− 𝜌𝑙𝑔𝛾𝑛,𝑙u𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 𝑛,

𝐾
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐾�̇�.

(3.11)

Запишем систему (3.11) в виде дифференциально-операторного ура-
внения первого порядка в гильбертовом пространстве ℋ2 := 𝐿2,Γ ⊕ C𝑛:(︂

𝑔𝐼𝜌 0
0 𝐾

)︂
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜁
𝑥

)︂
+

(︂
−𝑔𝐼𝜌𝛾𝑛 0

0 −𝐾

)︂(︂
u
�̇�

)︂
=

(︂
0
0

)︂
,

которое с учётом введённых выше обозначений и обозначений

𝐶2 :=

(︂
𝑔𝐼𝜌 0
0 𝐾

)︂
, 𝐵21 :=

(︂
−𝑔𝐼𝜌𝛾𝑛 0

0 −𝐾

)︂
, 𝒟(𝐵21) = 𝒟(𝛾𝑛)⊕ C𝑛

примет вид

𝐶2
𝑑𝑧2
𝑑𝑡

+𝐵21𝑧1 = 0. (3.12)

Таким образом, исходная начально-краевая задача (2.1)–(2.10) при-
водится к дифференциально-операторным уравнениям (3.10), (3.12) c
соответствующими начальными условиями. Итак, имеем следующую
задачу Коши: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶1
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

+𝐴11𝑧1 +𝐵12𝑧2 = 𝑓1 + 𝑓2,

𝐶2
𝑑𝑧2
𝑑𝑡

+𝐵21𝑧1 = 0,

(3.13)

𝑧1(0) = (𝑃0,𝑆u
0;𝑥1)𝜏 , 𝑧2(0) = (𝜁0;𝑥0)𝜏 . (3.14)

Систему дифференциальных уравнений (3.13) и начальные условия
(3.14) можно коротко записать в виде задачи Коши для дифферен-
циального операторного уравнения первого порядка в гильбертовом
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пространстве ℋ := ℋ1 ⊕ℋ2:

𝒞 𝑑𝑧
𝑑𝑡

+𝒜0𝑧 = ℱ , 𝑧(0) = (𝑧1(0); 𝑧2(0))
𝜏 , (3.15)

где
𝑧 := (𝑧1; 𝑧2)

𝜏 ∈ ℋ =
(︀
J0,𝑆(Ω)⊕ C𝑛

)︀
⊕
(︀
𝐿2,Γ ⊕ C𝑛

)︀
, ℱ := (𝑓1 + 𝑓2; 0)

𝜏 ,

𝒞 := diag
(︀
𝐶1, 𝐶2

)︀
, 𝒜0 :=

(︂
𝐴11 𝐵12

𝐵21 0

)︂
.

Всюду далее будем считать, что R+ := [0;+∞).

Определение 1. Поля u𝑙 и функции 𝑝𝑙, 𝜁𝑙, 𝑥𝑙 (𝑙 = 1, 𝑛) называются
сильным решением начально-краевой задачи (2.1)–(2.10), если функция
𝑧 =

(︀
(u; �̇�)𝜏 ; (𝜁;𝑥)𝜏

)︀𝜏 является решением задачи Коши (3.15).
Функция 𝑧 называется решением задачи Коши (3.15), если

𝑧 ∈ 𝐶1(R+;ℋ), 𝑧(𝑡) ∈ 𝒟(𝒜0)

при 𝑡 > 0 и 𝒜0𝑧 ∈ 𝐶(R+;ℋ), выполнено уравнение при всех 𝑡 > 0 и
начальное условие.

4. Свойства операторных коэффициентов уравнения (3.15).
Теорема о разрешимости

Лемма 2. Операторы 𝐼𝜌, 𝐼𝑚, 𝐼𝜇, 𝐼𝛼,𝐾 являются ограниченными, са-
мосопряжёнными и положительно определёнными.

Доказательство. Утверждение леммы для операторов 𝐼𝜌, 𝐼𝑚, 𝐼𝜇, 𝐼𝛼 оче-
видно. Утверждение для оператора 𝐾 доказывается с использованием
представления [4, § 1, формула (1.7)].

Обозначим через ̃︀𝐻−1/2
Γ𝑙

сопряжённое к 𝐻
1/2
Γ𝑙

пространство (см. [1,
гл. 1, теорема 5.1.12]). Известно (см. [1, гл. 1, раздел 5.1]), что

𝐻
1/2
Γ𝑙

⊂→⊂→ 𝐿2,Γ𝑙
⊂→⊂→ ̃︀𝐻−1/2

Γ𝑙
.

Лемма 3. 1) Справедливы следующие формулы:

𝐺𝑙 ∈ ℒ
(︀
𝐻

1/2
Γ𝑙

;J0,𝑆𝑙
(Ω𝑙)

)︀
, 𝛾𝑛,𝑙 ∈ ℒ

(︀
J0,𝑆𝑙

(Ω𝑙); ̃︀𝐻−1/2
Γ𝑙

)︀
,

и оператор 𝐺𝑙 является сопряжённым к оператору 𝛾𝑛,𝑙 относительно
скалярного произведения в 𝐿2,Γ𝑙

.
Если рассматривать оператор 𝐺𝑙 как отображение из 𝐿2,Γ𝑙

в
J0,𝑆𝑙

(Ω𝑙), определённое на 𝒟(𝐺𝑙) = 𝐻
1/2
Γ𝑙

, то он является замкнутым
неограниченным оператором, а сопряжённый к нему оператор явля-
ется соответствующим сужением оператора 𝛾𝑛,𝑙.

2) Справедливо включение 𝛾𝑛,𝑙 ∈ ℒ
(︀
J1
0,𝑆𝑙

(Ω𝑙);𝐻
1/2
Γ𝑙

)︀
.
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Доказательство первого утверждения леммы приводится в [12, гл. 10,
п. 10.2.2-10.2.3]. Второе утверждение следует из теоремы Гальярдо [9,
с. 290, теорема 1.II].

Следствием леммы 3 является следующее утверждение.

Лемма 4. Операторы 𝐵21 и 𝐵12 являются взаимносопряжёнными,

𝐵12𝐶
−1
2 𝐵21𝐴

−1/2
11 ∈ S∞

(︀
J0,𝑆(Ω)

)︀
, 𝐵21𝐴

−1/2
11 ∈ S∞

(︀
J0,𝑆(Ω);𝐿2,Γ

)︀
.

Лемма 5. Операторная матрица 𝒞 является ограниченным положи-
тельно определённым оператором в гильбертовом пространстве ℋ.

Доказательство. Доказательство аналогичной леммы см. в [7, с. 897,
лемма 3].

Перепишем задачу Коши (3.15) в следующей эквивалентной форме:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝒞−1𝒜0𝑧 + 𝒞−1ℱ , 𝑧(0) = (𝑧1(0); 𝑧2(0))

𝜏 . (4.1)

Лемма 6. 1) Оператор 𝒜0 допускает замкнутое расширение 𝒜, пред-
ставимое в одной из следующих эквивалентных форм:

𝒜 =

(︂
𝐼 0

(𝐵21𝐴
−1/2
11 )𝐴

−1/2
11 𝐼

)︂(︂
𝐴11 0

0 −(𝐵21𝐴
−1/2
11 )(𝐵21𝐴

−1/2
11 )*

)︂
×

×
(︂
𝐼 𝐴

−1/2
11 (𝐵21𝐴

−1/2
11 )*

0 𝐼

)︂
,

𝒜 =

(︂
𝐴

1/2
11 0
0 𝐼

)︂(︃
𝐼 −

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐵21𝐴

−1/2
11 0

)︃(︂
𝐴

1/2
11 0
0 𝐼

)︂
,

𝒟(𝒜) =
{︁
𝑧 = (𝑧1; 𝑧2)

𝜏 ∈ ℋ : 𝑧1 −𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝑧2 ∈ 𝒟(𝐴11)

}︁
.

2) Оператор −𝒞−1𝒜 генерирует голоморфную полугруппу в энерге-
тическом пространстве оператора 𝒞.

Доказательство. Факторизуем оператор 𝒜0 ([13, c. 747, леммаA.4.2])

𝒜0 =

(︂
𝐼 0

(𝐵21𝐴
−1/2
11 )𝐴

−1/2
11 𝐼

)︂(︂
𝐴11 0

0 −(𝐵21𝐴
−1/2
11 )𝐴

−1/2
11 𝐵12

)︂
×

×
(︂
𝐼 𝐴

−1/2
11 (𝐴

−1/2
11 𝐵12)

0 𝐼

)︂
и расширим его до оператора 𝒜:

𝒜 :=

(︂
𝐼 0

(𝐵21𝐴
−1/2
11 )𝐴

−1/2
11 𝐼

)︂(︂
𝐴11 0

0 −(𝐵21𝐴
−1/2
11 )(𝐵21𝐴

−1/2
11 )*

)︂
×

×
(︂
𝐼 𝐴

−1/2
11 (𝐵21𝐴

−1/2
11 )*

0 𝐼

)︂
, (4.2)
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естественной областью определения которого является множество

𝒟(𝒜) =
{︁
𝑧 = (𝑧1; 𝑧2)

𝜏 ∈ ℋ : 𝑧1 −𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝑧2 ∈ 𝒟(𝐴11)

}︁
.

Замкнутость оператора 𝒜 следует из замкнутости среднего блока
в (4.2) на своей естественной области определения и непрерывной обра-
тимости крайних сомножителей. Несложно проверить, что для опера-
тора 𝒜 верна и вторая из указанных факторизаций с симметричными
крайними множителями.

Докажем, что оператор 𝒞−1𝒜 секториален в энергетическом про-
странстве ℋ𝒞 . Пусть 𝑧=(𝑧1; 𝑧2)

𝜏 ∈ 𝒟(𝒞−1𝒜), тогда 𝑧1 ∈ 𝒟(𝐴
1/2
11 ) и из

факторизации оператора 𝒜 в симметричной форме получим, что

Re(𝒞−1𝒜𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 =

(︃(︃
𝐼 −

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐵21𝐴

−1/2
11 0

)︃(︂
𝐴

1/2
11 𝑧1
𝑧2

)︂
,

(︂
𝐴

1/2
11 𝑧1
𝑧2

)︂)︃
ℋ

=

=‖𝐴1/2
11 𝑧1‖

2
ℋ1
, (4.3)

|Im(𝒞−1𝒜𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 | = |Im [(𝑧2, 𝐵21𝑧1)ℋ2 − (𝐵21𝑧1, 𝑧2)ℋ2 ] | =

= |2Im(𝐵21𝑧1, 𝑧2)ℋ2 | 6 2‖𝐵21𝐴
−1/2
11 ‖ · ‖𝐴1/2

11 𝑧1‖ℋ1 · ‖𝑧2‖ℋ2 .

Из этих оценок при любом 𝛿 > 0 получим, что

Re(𝒞−1𝒜𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 − 𝛿|Im(𝒞−1𝒜𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 | =

=
(︀
‖𝐴1/2

11 𝑧1‖
2
ℋ1

− 𝛿‖𝐵21𝐴
−1/2
11 ‖ · ‖𝑧2‖ℋ2

)︀2 − 𝛿2‖𝐵21𝐴
−1/2
11 ‖2 · ‖𝑧2‖2ℋ2

>

> −𝛿2‖𝐵21𝐴
−1/2
11 ‖2 · ‖𝑧‖2ℋ > −𝛿2‖𝐵21𝐴

−1/2
11 ‖2 · ‖𝒞−1‖2ℒ(ℋ) · ‖𝑧‖

2
ℋ𝒞 .

Отсюда Re([𝒞−1𝒜+ 𝛾(𝛿)]𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 − 𝛿|Im([𝒞−1𝒜+ 𝛾(𝛿)]𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 | > 0 при
𝛾(𝛿) := −𝛿2‖𝐵21𝐴

−1/2
11 ‖2 · ‖𝒞−1‖2. Таким образом, для любого 𝑧∈𝒟(𝒞−1𝒜)⃒⃒

Im([𝒞−1𝒜+ 𝛾(𝛿)]𝑧, 𝑧)ℋ𝒞

⃒⃒
6 𝛿−1Re([𝒞−1𝒜+ 𝛾(𝛿)]𝑧, 𝑧)ℋ𝒞 ,

т. е. оператор 𝒞−1𝒜 секториальный с вершиной в точке 𝛾(𝛿) и полурас-
твором сектора arctg𝛿−1.

Докажем максимальность оператора 𝒞−1𝒜. Для этого достаточно
установить, что 𝜌(𝒞−1𝒜) ∩ {𝜆 < 0} ≠ ∅. Из факторизации оператора 𝒜
в симметричной форме найдём, что

𝒞−1𝒜− 𝜆𝐼 =

(︃
𝐶−1
1 𝐴

1/2
11 0

0 𝐶−1
2

)︃(︃
𝐼 − 𝜆𝐴

−1/2
11 𝐶1𝐴

−1/2
11 −

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐵21𝐴

−1/2
11 −𝜆𝐶2

)︃
×

×
(︂
𝐴

1/2
11 0
0 𝐼

)︂
=

(︃
𝐶−1
1 𝐴

1/2
11 0

0 𝐶−1
2

)︃(︂
𝐼 𝜆−1

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2

0 𝐼

)︂
×

×
(︂
𝐿(𝜆) 0
0 −𝜆𝐶2

)︂(︂
𝐼 0

−𝜆−1𝐶−1
2 𝐵21𝐴

−1/2
11 𝐼

)︂(︂
𝐴

1/2
11 0
0 𝐼

)︂
, (4.4)
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где 𝐿(𝜆) := 𝐼 − 𝜆𝐴
−1/2
11 𝐶1𝐴

−1/2
11 − 𝜆−1

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21𝐴

−1/2
11 . Из по-

ложительной определённости оператора 𝐿(𝜆) при 𝜆 < 0 следует, что
𝐿−1(𝜆) ∈ ℒ(ℋ1). Отсюда и из разложения (4.4) следует, что при 𝜆 < 0
существует (𝒞−1𝒜− 𝜆𝐼)−1 ∈ ℒ(ℋ).

Таким образом, оператор 𝒞−1𝒜 является замкнутым максимальным
секториальным оператором. По теореме [2, гл. 5, § 3, теорема 1.24] опера-
тор −𝒞−1𝒜 порождает сильно непрерывную полугруппу ограниченных
операторов, голоморфную в некотором секторе, содержащем положи-
тельную полуось.

Сформулируем и докажем теорему о сильной разрешимости исход-
ной начально-краевой задачи (2.1)-(2.10) или, что эквивалентно (см.
определение 1), теорему о разрешимости задачи Коши (4.1) (или (3.15)).

Теорема 1. Пусть в задаче (4.1) 𝑧01 ∈ 𝒟(𝐴11), 𝑧02 ∈ 𝒟(𝐵12), а функ-
ции 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡) удовлетворяют локальному условию Гёльдера. Тогда
задача (4.1) (или (3.15)) имеет единственное решение.

Доказательство. Рассмотрим задачу Коши с замкнутым оператором

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝒞−1𝒜𝑧 + 𝒞−1ℱ(𝑡), 𝑧(0) = (𝑧1(0); 𝑧2(0))

𝜏 . (4.5)

Пусть выполнены условия теоремы на начальные данные, тогда

𝑧(0) ∈ 𝒟(𝒞−1𝒜0) = 𝒟(𝐴11)⊕𝒟(𝐵12) ⊂ 𝒟(𝒞−1𝒜).

Из условия на функции 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡) следует, что функция 𝒞−1ℱ(𝑡)
из (4.5) также локально гёльдерова.

По лемме 6 оператор уравнения из (4.5) порождает голоморфную
полугруппу. Отсюда следует, что задача Коши (4.5) имеет единствен-
ное решение 𝑧 ∈ 𝐶1(R+;ℋ𝒞) ∩ 𝐶(R+;𝒟(𝒜)) (см., например, [10, гл. 2, § 1,
теорема 1.4]).

Уравнение (4.5) равносильно системе{︃
𝑧′1 = −𝐶−1

1 𝐴11

(︀
𝑧1 −𝐴

−1/2
11 (𝐵21𝐴

−1/2
11 )*𝑧2

)︀
+ 𝐶−1

1 (𝑓1 + 𝑓2),

𝑧′2 = −𝐶−1
2 𝐵21𝑧1.

(4.6)

Наша цель — доказать, что 𝑧1 принимает значения из 𝒟(𝐴11) для лю-
бого 𝑡 ∈ R+ и 𝐴11𝑧1 ∈ 𝐶(R+;ℋ1). Отсюда, из леммы 4 и второго уравне-
ния системы (4.6), записанного в виде 𝑧′2 = −𝐶−1

2 𝐵21𝐴
−1
11 (𝐴11𝑧1), будет

следовать, что 𝑧′2 принимает значения из 𝒟(𝐵12) для любого 𝑡 ∈ R+ и
𝐵12𝑧

′
2 ∈ 𝐶(R+;ℋ2). Отсюда и из [10, гл. 1, § 1, лемма 1.5] будет следовать,

что 𝐵12𝑧2 ∈ 𝐶(R+;ℋ2). Следовательно,

𝐴11

(︀
𝑧1 −𝐴

−1/2
11 (𝐵21𝐴

−1/2
11 )*𝑧2

)︀
= 𝐴11

(︀
𝑧1 −𝐴

−1/2
11 (𝐵21𝐴

−1/2
11 )*

⃒⃒
𝒟(𝐵12)

𝑧2
)︀
=

= 𝐴11

(︀
𝑧1 −𝐴−1

11 𝐵12𝑧2
)︀
= 𝐴11𝑧1 −𝐵12𝑧2,
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и в первом уравнении системы (4.6) можно раскрыть скобки. Это будет
означать, что функция 𝑧 — решение задачи Коши (4.1) (или (3.15)) в
смысле определения 1.

Проинтегрируем второе уравнение системы (4.6) по 𝑠 в пределах от
0 до 𝑡, получим

𝑧2(𝑡) = −𝑧2(0)−
𝑡∫︁

0

𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠. (4.7)

Подставляя (4.7) в первое уравнение системы, будем иметь

𝑧′1(𝑠) = 𝐶−1
1 𝐴11

{︂
𝑧1(𝑡)−𝐴

−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*(︂
𝑧2(0)+

+

𝑡∫︁
0

𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠

)︂}︂
+ 𝐶−1

1 (𝑓1 + 𝑓2), (4.8)

откуда получаем, что выражение в фигурных скобках непрерывно со
значениями в 𝒟(𝐴11). Учитывая, что 𝑧2(0) ∈ 𝒟(𝐵12), преобразуем вы-
ражение в фигурных скобках из (4.8), имеем

𝑧1(𝑡)−𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*{︂
𝑧2(0) +

𝑡∫︁
0

𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠

}︂
= 𝑧1(𝑡)−

−𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*⃒⃒
𝒟(𝐵12)

𝑧2(0)−𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀* 𝑡∫︁
0

𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠 =

= 𝑧1(𝑡) +𝐴−1
11 𝐵12𝑧2(0)−

𝑡∫︁
0

𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠.

Отсюда следует, что

𝑧1(𝑡)−
𝑡∫︁

0

𝐴
−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21𝑧1(𝑠) 𝑑𝑠 =: 𝑔(𝑡), (4.9)

𝑔 ∈ 𝐶(R+;𝒟(𝐴11)).

Определим на 𝒟(𝐴11) норму ‖𝑧1‖𝐸𝐴11
:= ‖𝐴11𝑧1‖ℋ1 и превратим его

таким образом в банахово пространство 𝐸𝐴11 . Будем рассматривать
уравнение (4.9) как уравнение Вольтерра второго рода в 𝐸𝐴11 . Пока-
жем, что ядро 𝐾(𝑡, 𝑠) := 𝐴

−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21 интегрального опе-

ратора в (4.9) есть сильно непрерывная оператор-функция. Поскольку
ядро интегрального оператора есть постоянный оператор, достаточ-
но установить, что он ограничен в 𝐸𝐴11 . Действительно, для любого
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𝑧1 ∈ 𝐸𝐴11 = 𝒟(𝐴11) с учётом леммы 4 имеем

‖𝐴−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21𝑧1‖𝐸𝐴11

= ‖𝐴1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21𝑧1‖ℋ1 =

=‖𝐴1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*⃒⃒
𝒟(𝐵12)

𝐶−1
2 (𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀
𝐴

−1/2
11 (𝐴11𝑧1)‖ℋ1 =

=‖𝐵12𝐶
−1
2 𝐵21𝐴

−1
11 (𝐴11𝑧1)‖ℋ1 6 ‖𝐵12𝐶

−1
2 𝐵21𝐴

−1
11 ‖ℒ(ℋ1) · ‖𝐴11𝑧1‖ℋ1 =

= ‖𝐵12𝐶
−1
2 𝐵21𝐴

−1
11 ‖ℒ(ℋ1) · ‖𝑧1‖𝐸𝐴11

.

Таким образом, 𝐴−1/2
11

(︀
𝐵21𝐴

−1/2
11

)︀*
𝐶−1
2 𝐵21∈ℒ(𝐸𝐴11) и уравнение (4.9)

имеет единственное решение 𝑧1 ∈ 𝐶(R+;𝐸𝐴11 = 𝒟(𝐴11)). Отсюда следу-
ет, что система (4.6), эквивалентная уравнению из (4.1), имеет един-
ственное решение (в смысле определения 1).

Заключение

В работе исследована линеаризованная двумерная задача о малых
движениях системы твёрдых тел, частично заполненных вязкими жид-
костями, под действием упругих и демпфирующих сил. С помощью
метода ортогонального проектирования и ряда вспомогательных кра-
евых задач осуществлён переход от исходной начально-краевой задачи
к задаче Коши для дифференциального операторного уравнения пер-
вого порядка в некоторой сумме гильбертовых пространств. С учётом
изученных свойств операторных матриц, являющихся коэффициентами
дифференциального уравнения, доказана теорема об однозначной раз-
решимости полученной задачи Коши на положительной полуоси. На ос-
нове доказанной теоремы найдены достаточные условия существования
сильного по времени решения начально-краевой задачи, описывающей
эволюцию гидросистемы.

В следующей работе предполагается исследовать задачу о нормаль-
ных колебаниях изучаемой системы. Будет исследована структура спек-
тра операторного пучка ℒ(𝜆) = 𝒜− 𝜆𝒞 и система его корневых элемен-
тов.
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2001. 406 p. https://doi.org/10.1007/978-3-0348-8342-9

12. Kopachevsky N. D., Krein S. G. Operator Approach in Linear Problems of
Hydrodynamics. Vol. 2. Nonself-adjoint Problems for Viscous Fluid. Basel ; Boston
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