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Аннотация. Рассматривается итерационный метод продолжения решений по пара-
метру. Изучается нелокальный случай, когда параметр принадлежит отрезку веще-
ственной оси. Строится итерационная схема продолжения решения для линейного
уравнения в банаховых пространствах с линейным оператором, зависящим от па-
раметра и удовлетворяющим условию Липшица относительно параметра. Дается
обобщение этого результата на нелинейное уравнение в банаховых пространствах.
Предполагается, что нелинейное отображение зависит от вещественного парамет-
ра. Приводится итерационная схема метода продолжения решения по параметру с
использованием метода Ньютона – Канторовича. В работе используется наличие
априорных оценок решений, позволяющее строить решение при любых значениях
параметра.
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Введение

Метод продолжения по параметру развивался начиная с ХХ столе-
тия многими выдающимися математиками (С. Бернштейн, Г. Вейль,
Г. Леви, Ж. А. Пуанкаре, А. М. Ляпунов, А. И. Некрасов и др.).
Метод применялся для доказательства конструктивных теорем суще-
ствования, позволил решить ряд сложных прикладных задач, стиму-
лировал развитие новых областей нелинейного анализа. Этапы этих
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исследований отражены в обзоре Л. А. Люстерника [6]. В последнее
время метод продолжения по параметру получил дальнейшее развитие
в соответствии с последними достижениями компьютерных реализаций,
см., например, работы [8; 9; 11; 13] и их библиографию. Находит метод
приложения и в исследованиях моделей в экономике [2].

Некоторые варианты этого метода называют методом гомотопиче-
ских возмущений. Это демонстрирует популярность и усиление эффек-
тивности метода как в нелинейном анализе, так и в ряде прикладных
областей современной науки и техники. В связи с этим его строгое
обоснование с указанием границ сходимости относительно параметров
является актуальной задачей. К практическим достоинствам метода
относится простота его алгоритмизации. Особо отметим, что сходи-
мость соответствующих методов последовательных приближений па-
раметрических ветвей решений, как правило, устанавливалась только
в локальной ситуации. В теории глобальной обратимости операторов с
параметрами имеются лишь отдельные частные результаты, см., напри-
мер, [14; 21]. Основы аналитических, топологических, вариационных,
групповых и приближенных методов в теории продолжения решений
нелинейных уравнений в нерегулярных случаях изложены в ряде ра-
бот (см., например, [15–17]). Подробную библиографию можно найти в
монографиях [1; 3–5;18].

В данной работе рассмотрен метод последовательных приближений
параметрических решений в случае, когда параметр принадлежит от-
резку вещественной оси. В доказательстве сходимости используется на-
личие априорной оценки решения. Отметим, что априорные оценки, как
правило, используются в работах по глобальной разрешимости [3].

Структура работы. В п. 1 излагается метод нелокального продолже-
ния решения линейного уравнения. В п. 2 проведено обобщение резуль-
татов п. 1 на нелинейные уравнения с использованием метода Ньютона
– Канторовича. В п. 3 рассмотрено приложение метода продолжения
по параметру при выборе начального приближения решения линейного
уравнения. Перспективы метода продолжения по параметру в нерегу-
лярном случае обсуждаются в п. 4.

1. О продолжении по параметру решений линейных
уравнений

Рассмотрим линейное уравнение

B(λ)x = f. (1.1)

Здесь λ ∈ [0, ρ] ⊂ R1, B : [0, ρ] → L(X → Y ) — линейный ограниченный
оператор, X,Y — банаховы пространства, f ∈ Y. Требуется построить
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решение x(λ) в точках λi = ih, i = 1, . . . , N, где h = ρ
N и указать способ

вычисления обратных операторов B−1(λi).

Теорема 1. Пусть существует ограниченный обратный оператор
B−1(0) и выполнено условие Липшица ||B(λ) − B(µ)|| ≤ l|λ − µ| при
λ, µ из отрезка [0, ρ]. Пусть

||B(λ)x||Y ≥ γ||x||X (1.2)

при λ ∈ [0, ρ] и x ∈ X. Тогда существует N0 < ∞, такое, что в
точках λi = ih, i = 1, . . . , N, где h = ρ

N и N ≥ N0 существуют
ограниченные обратные операторы B−1(λi) и их можно построить,
используя последовательные приближения

B−1(h) = lim
n→∞

n∑

k=0

(B−1(0)(B(0) −B(h))k)B−1(0), (1.3)

B−1(jh) =

lim
n→∞

n∑

k=0

(
B−1((j−1)h)(B((j−1)h)−B(jh))

)k

B−1((j−1)h), j = 2, . . . , N.

(1.4)

Доказательство. Так как B−1(0) ∈ L(Y → X) и выполнена априорная
оценка (1.2), то

||B−1(0)|| ≤ 1/γ.

Фиксируем q < 1. Используя тождество B(h) = B(0)[I +B−1(0)(B(h)−
B(0))], где h ≤ γ

l q, построим на основании известных свойств линейных
операторов линейный обратный оператор (1.3).

Для доказательства сходимости последовательности (1.3) в смысле
нормы банахова пространства L(Y → X) нетрудно установить c по-
мощью неравенства Липшица оценку ||B−1(0)(B(0) − B(h))|| ≤ q < 1
при h ≤ γ

l q. Отметим, что при этом в силу априорной оценки (1.2),
очевидно, получим оценку

||B−1(h)|| ≤ 1/γ.

Доказательство завершается применением метода математической ин-
дукции. Действительно, пусть ||B(ih)||−1 ≤ 1/γ, i = 1, . . . , j − 1. То-
гда B(jh) = B((j − 1)h)[I − (B−1((j − 1)h)(B((j − 1)h) − B(jh))], где
||B−1((j − 1)h)(B((j − 1)h) − B(jh))|| ≤ 1

γ lh ≤ q < 1. Следовательно,

B−1(jh) ∈ L(Y → X), причем, в силу (1.2)

||B−1(jh)|| ≤ 1

γ
.
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Следовательно, искомые обратные операторы существуют и строятся
по формуле (1.4), где сходимость к линейному ограниченному опера-
тору вытекает из полноты пространства L(Y → X). Теорема доказа-
на.

Следствие 1. Пусть выполнены условия Теоремы 1. Тогда при до-
статочно малом h > 0 для решений уравнения (1.1) в точках {ih}Ni=1
из [0, ρ] справедливы рекуррентные формулы

x(0) = B−1(0)f,

x(h) = lim
n→∞

n∑

k=0

(
I +B−1(0)(B(h) −B(0))

)k
x(0),

x(jh) = lim
n→∞

n∑

k=0

(
I+B−1((j−1)h)(B(jh)−B((j−1)h))

)k
x((j−1)h), (1.5)

j = 2, 3, . . . , N.

Для вычисления обратных операторов можно использовать формулу
(1.4).

Замечание 1. Так как в силу теоремы 1 операторы B(jh) непрерывно
обратимы, то для построения последовательности элементов

x(0), x(h), x(2h), . . . ,

кроме последовательных итераций (1.5), можно использовать и другие
известные методы.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда оператор
B(λ) имеет ограниченный обратный при ∀λ ∈ [0, ρ].

Доказательство. Доказательство очевидно, так как при выполнении
условий теоремы 1 множество точек λi, в которых оператор B(λ) имеет
ограниченный обратный открыто и замкнуто на отрезке [0, ρ].

2. О сходимости последовательных приближений в методе
Ньютона – Канторовича при продолжении решения по

параметру

Рассмотрим уравнение

F (x, λ) = f, (2.1)

где F : X × [0, ρ] → Y : нелинейное отображение, X,Y — банаховы
пространства, λ ∈ [0, ρ], f ∈ Y.

Пусть выполнены условия:
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1) отображение F (x, λ) и его производные Fx(x, λ), Fλ(x, λ) опреде-
лены при x ∈ X, λ ∈ [0, ρ], непрерывны и удовлетворяют условию
Липшица по x и λ в области D = {λ, x|λ ∈ [0, ρ], ||x− x0|| < R}, где
элемент x0 удовлетворяет уравнению

F (x, 0) = f ; (2.2)

2) существует ограниченный обратный оператор

F−1
x (x0, 0) ∈ L(Y → X).

Требуется построить решение x(λ) уравнения (1.1) в точках λi = ih,
i = 1, 2, . . . , N при h = ρ

N . Если h достаточно мало, то при ∀λ ∈ [0, h]
на основании теоремы о неявном отображении [7], последовательность
{xn(λ)}, вычисляемая однозначно из линейных уравнений

Fx(x0, 0)[xn(λ)− xn−1(λ)] + F (xn−1(λ), λ) = f (2.3)

при начальном приближении x0(λ) = x0, сходится к решению x(λ) урав-
нения (2.1). Более того, функция x(λ) в силу условия 1 будет удовлетво-
рять условию Липшица. Таким образом, x(h) = lim

n→∞
xn(h), где {xn(h)}

строится, используя формулу (2.3) метода Ньютона – Канторовича. С
целью гарантированной сходимости этого метода при дальнейшем про-
должении решения по параметру λ, введем условие:

3) Пусть оценка ||x−x0|| ≤ R является априорной оценкой искомого
непрерывного решения уравнения (2.1) при λ ∈ [0, ρ] и ||Fx(x, λ)u|| ≥
γ||u|| при ||x− x0|| ≤ R, λ ∈ [0, ρ].

Тогда ||F−1
x (x(h), h)|| ≤ 1

γ и можно построить элемент x(2h), решая
последовательность уравнений

Fx(x(h), h)[xn(2h) − xn−1(2h)] + F (xn−1(2h), 2h) = f, n = 1, 2, . . .

при начальном приближении x0(2h) = x(h). Элементы xn(2h) остают-
ся в области притяжения метода и lim

n→∞
xn(2h) = x(2h) на основании

теоремы Канторовича.
Таким образом, условие 3 позволяет гарантировать возможность

продолжения решения уравнения (2.1) по параметру λ. Используя ме-
тод Ньютона – Канторовича, можно последовательно вычислять эле-
менты x(ih), i = 1, . . . , N, где h = ρ

N и достаточно мало.
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3. Приложение метода продолжения по параметру при
выборе начального приближения решения линейного

уравнения

Пусть требуется решить линейное уравнение

Ax = f, (3.1)

где A ∈ L(X → Y ), f ∈ Y.
Введем вспомогательный непрерывно-обратимый линейный опера-

тор B ∈ L(X → Y ). Уравнение

Bx = f (3.2)

имеет единственное решение x0 = B−1f, которое будем предполагать
построенным. Отметим возможность широкого выбора оператора B,
так как ||B −A|| может быть сколь угодно большой.

Введем линейное уравнение

B(λ)x = f, (3.3)

где B(λ) = B + λ(A−B), λ ∈ [0, 1],

||B(λ1)−B(λ2)|| = ||B −A|||λ1 − λ2| (3.4)

для ∀λ1, λ2.
Оператор B(λ) называют гомотопией для операторов B и A, см. [9;

10]. Следуя п. 1, предполагаем, что оператор B выбран так, что удается
получить априорную оценку

||B(λ)x||Y ≥ γ||x||X (3.5)

для ∀λ ∈ [0, 1], γ > 0. Тогда очевидно

||B−1||L(Y→X) ≤
1

γ
,

а уравнение (3.3) и при 0 < λ ≤ 1 может иметь не более одного решения.
Фиксируем 0 < q < 1 и выберем h ≤ q γ

||B−A|| . Тогда при 0 < λ ≤ h

последовательность {xn(λ)}∞n=1, определяемая единственным образом
из линейного уравнения

Bxn(λ) + λ(B −A)xn−1(λ) = f (3.6)

при начальном приближении x0(λ) ≡ x0, сходится равномерно к ре-
шению x(λ) уравнения (3.3). Этот процесс можно продолжить далее и
построить решение исходного уравнения (3.1) при ∀λ из отрезка [0, 1].
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Действительно, выберем на отрезке [0, 1] точки λi = ih0, i = 0, 1, . . . ,
N, h0 = 1

N ≤ h. Тогда на основании Теоремы 1 из п. 1 все операто-
ры B(λi) будут непрерывно обратимы, а при решении i-го уравнения
B(λi)xi = f, i = 2, 3, . . . , N можно использовать в качестве начального
приближения решение xi−1 предыдущего уравнения. Так, для нахож-
дения x1 в качестве начального приближения используется решение x0
вспомогательного уравнения (3.2). Изложенный метод был использован
нами в работе [13] при решении интегральных уравнений Вольтерра.
Метод гомотопических возмущений с успехом использовался и при чис-
ленном решении некоторых классов нелинейных дифференциальных
уравнений [8; 9].

Заключение

В статье рассмотрен метод продолжения по параметру в регулярном
случае, когда оператор B(0) (соответственно оператор Fx(x0, 0)) непре-
рывно обратим. Если оператор B(0) не обратим и имеет место оценка
||B(λ)x|| ≥ cλn||x|| при λ ∈ (0, ρ], то решение нелинейного уравнения
(2.1) может иметь в точке λ = 0 полюс n-го порядка. Если в нелинейном
уравнении (3.1) оператор Fx(x0, 0) не является обратимым, то точка
λ = 0 будет точкой ветвления решения, а уравнение (3.1) может иметь
несколько решений x(λ), удовлетворяющих условию lim

λ→0
x(λ) = x0. Во-

прос о выборе оптимального шага продолжения по параметру требует
отдельного рассмотрения с учетом специфики задачи.

Разработка приближенных методов построения решений уравнения
(3.1) в нерегулярных случаях представляет особый интерес и требует
привлечения тонких методов, включая методы скелетных разложений
операторов, групповой симметрии, теории бифуркации, современных
методов регуляризации (см. [12; 19; 20]).

Автор благодарен рецензенту за полезные замечания.
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The Role of a Priori Estimates in the Method of Non-local
Continuation of Solution by Parameter

N.A. Sidorov

Irkutsk State University, Irkutsk, Russian Federation

Abstract. An iterative method for continuation of solutions with respect to a pa-
rameter is proposed. The nonlocal case is studied when the parameter belongs to the
segment of the real axis. An iterative scheme for continuing the solution is constructed
for a linear equation in Banach spaces with a linear operator continuously depending on
the parameter, satisfying the Lipschitz condition with respect to the parameter. The
generalization of this result on a nonlinear equation in Banach spaces is proposed. The
iterative scheme of the method of continuation of the solution by parameter using the
Newton-Kantorovich method is constructed. An priori estimates of solutions enable
solution construction for arbitrary parameters.

Keywords: global solvability, parameter continuation method, homotopy analysis
method, Newton-Kantorovich method, operator equation, uniqueness of solution.
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