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Аннотация. Работа посвящена вопросам алгебраической геометрии универсаль-
ных алгебр, а более точно, вопросам строения алгебраических множеств этих алгебр.
Вводится понятие широкой универсальной алгебры. Приводится ряд естественных
примеров подобных универсальных алгебр, как то: решетки функциональных кло-
нов на множествах, группы перестановок на множествах, решетки разбиений мно-
жеств, счетные свободные булевы алгебры, прямые степени универсальных алгебр и
др. Рассматриваются особенности строения алгебраических множеств широких уни-
версальных алгебр. Доказывается алгебраическая n-полнота широких универсаль-
ных алгебр для любого натурального числа n. Представлены результаты о строении
квазипорядка на широкой универсальной алгебре индуцированного внутренними го-
моморфизмами (гомоморфизмами между подалгебрами) этой алгебры. Приводятся
оценки мощностей алгебраических множеств широких универсальных алгебр. Полу-
чен ряд результатов о минимальных совокупностях порождающих алгебраических
множеств широких универсальных алгебр.
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1. Введение

Одним из основных понятий алгебраической геометрии универсаль-
ных алгебр является понятие алгебраического множества (см., к приме-
ру, [1;4], [6;10]) и связанное с ним понятие алгебраического замыкания
для подмножеств универсальных алгебр. В настоящей работе описа-
ны особенности строения алгебраических множеств для введенных в
этой работе ℵ-широких алгебр к каковым, в частности, относятся ℵ-
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степени любых алгебр, решетки функциональных клонов на множе-
ствах мощности ℵ (для бесконечных кардиналов ℵ) и целый ряд других
алгебр.

2. Широкие алгебры: примеры, особенности строения их
алгебраических множеств.

Напомним, что множество B ⊆ An называется алгебраическим для
алгебры A =< A;σ >, если B есть совокупность решений в A некоторой
(возможно бесконечной) системы σ-термальных уравнений
{t1i (x1, · · · , xn) = t2i (x1, · · · , xn)|i ∈ I} :
B = {b =< b1, · · · , bn >∈ An| A |= t1i (b) = t2i (b) для всех i ∈ I}.
В работе [4] введено понятие алгебраического замыкания AlgAB мно-

жества B ⊆ An для алгебры A =< A;σ > как наименьшего алгебраи-
ческого множества алгебры A, включающего в себя B.

Для любого кортежа b =< b1, · · · , bn > элементов алгебры A че-
рез D+

A,b
обозначим позитивную диаграмму кортежа b в алгебре A, т.е.

D+
A,b

= {t1i (x1, · · · , xn) = t2i (x1, · · · , xn)|tji (x1, · · · , xn) — термы сигнату-

ры σ такие, что A |= t1i (b) = t2i (b)}.
Таким образом, для любого B ⊆ An AlgAB = {c ∈ An|A |= t′(c) =

t′′(c) для любого t′(x) = t′′(x) ∈
⋂
b∈B

D+
A,b
}.

Алгебраическое множество B алгебры A =< A;σ > назовем ℵ-по-
рожденным (здесь ℵ — произвольный кардинал), если для некоторого
C ⊆ B, мощности не превышающей ℵ, имеет место равенство AlgAC =
B.

Напомним также, что внутренним гомоморфизмом алгебры A на-
зывается любой гомоморфизм какой-либо подалгебры алгебры A на
ее же подалгебру. Для любого кортежа a =< a1, · · · , an > элементов
алгебры A через < a >A обозначим подалгебру алгебры A порожденную
множеством {a1, · · · , an}.

В той же работе [4] на декартовых степенях An основного множества
A алгебры A =< A;σ > введены отношения квазипорядков ≤IhmnA: для
b, c ∈ An: b ≤IhmnA c тогда и только тогда, когда существует гомомор-
физм ϕ алгебры < c >A на < b >A такой, что ϕ(ci) = bi для любого
i ≤ n. Очевидным образом имеет место следующее утверждение.

Лемма 1. [5] Для любых b, c ∈ An следующие условия равносильны:
1) b ≤IhmnA c;
2) A |= D+

A,cb;

3) b ∈ AlgA{c}.
Для любого кардинала ℵ алгебру A =< A;σ > назовем ℵ-широкой,

если ее прямая ℵ-степень Aℵ вложима в A. Алгебру A =< A;σ >
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назовем ω-широкой, если она n-широка для любого натурального n
(очевидно, что для этого ей достаточно быть 2-широкой).

Заметим, что определение ℵ-широкой алгебры A может быть сфор-
мулировано не выходя за пределы этой самой алгебры - в терминах
ее внутренних гомоморфизмов: алгебра A является ℵ-широкой тогда и
только тогда, когда существуют изоморфизм ϕ алгебры A на некото-
рую ее подалгебру A′, подалгебра A′′ алгебры A включающая в себя
A′ и набор гомоморфизмов πi(i ∈ ℵ) алгебры A′′ на алгебру A′ таких,
что для любой совокупности ai элементов из A′ существует и при этом
единственный элемент a ∈ A′′ такой, что πi(a) = ai для любого i ∈ ℵ.

Простейшим примером ℵ-широких алгебр для (бесконечных ℵ) слу-
жат ℵ-степени Aℵ любых алгебр A. Столь же очевидно, что ℵ-широкими
(для бесконечных ℵ) являются решетки разбиений множеств мощно-
сти ℵ и группы перестановок подобных множеств. Другим примером
ℵ-широких алгебр служат решетки функциональных клонов на мно-
жествах мощности ℵ для бесконечных кардиналов ℵ. В качестве ω-
широких алгебр укажем к примеру на счетно порожденные свободные
булевы алгебры и таковые же для абелевых многообразий групп.

Утверждение 1. Для любого бесконечного кардинала ℵ решетка Lℵ
функциональных клонов на множестве мощности ℵ является ℵ-ши-
рокой.

Доказательство. Пусть Bi (i ∈ ℵ) и {e} — попарно дизъюнктные мно-
жества такие, что |Bi| = ℵ для любого i ∈ ℵ и B =

⋃
i∈ℵ

Bi∪{e}. Покажем,

что Lℵℵ =
∏
i∈ℵ

LBi изоморфно вложима в решетку LB ∼= Lℵ. Пусть для

i ∈ ℵ φi — некоторая биекция кардинала ℵ на множество Bi. Пусть
h ∈ Lℵℵ, т.е. для i ∈ ℵ h(i) - функциональный клон на множестве
ℵ. Функциональный клон φ(h) на множестве B определим условием:
функция g(x1, · · · , xn) ∈ BBn входит в φ(h) тогда и только тогда, когда
ограничение g на любое из множеств Bi (i ∈ ℵ) есть φi-сопряжение
некоторой функции из клона h(i); в случае же когда элементы a1, · · · , an
множества B не входят ни в одно из Bi (i ∈ ℵ) полагаем g(a1, · · · , an)
равным e.

Непосредственно замечается, что отображение ϕ является вложени-
ем решетки Lℵℵ в решетку LB ∼= Lℵ и утверждение 1 доказано.

Алгебру A =< A;σ > назовем алгебраически n-ℵ-полной, если для
любого B ⊆ An такого, что |B| ≤ ℵ существует a ∈ An такой, что
AlgAB = AlgA{a}. Иначе говоря, алгебра A является n-ℵ-полной для
любого n ∈ ω тогда и только тогда когда все ее ℵ-порожденные ал-
гебраические множества являются 1-порожденными. Отметим, что ал-
гебраически n - ℵ-полные алгебры A, в случае, когда ℵ = |A| суть
алгебраически n-полные алгебры (см., [5]).
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Для любого квазиупорядоченного множества < A;≤> через ∼ обо-
значим отношение эквивалентности на A порожденное квазипорядком
≤ (из контекста всегда будет ясно о каком квазипорядке на A идет
речь). Естественным образом перенесем на квазипорядок < A;≤> ос-
новные понятия связанные с частичными порядками, имея в виду апел-
ляцию к частично упорядоченному множеству < A/ ∼;≤>. В частно-
сти, будем говорить о супремумах в квазиупорядоченных множествах.
А под квазирешеткой будем понимать любой квазипорядок < A;≤> та-
кой, что < A/ ∼;≤> является решеткой при добавлении к < A/ ∼;≤>,
при необходимости, внешнего наименьшего элемента. Квазиупорядо-
ченное множество < A;≤> будем называть ℵ-полной квазирешеткой,
если < A;≤> квазирешетка и любое его подмножество мощности не
более чем ℵ имеет супремум в < A;≤>. Из утверждений леммы 1 выте-
кает, что любая алгебра A =< A;σ > n - ℵ-полна тогда и только тогда,
когда квазипорядок < An;≤IhmnA> является ℵ-полной квазирешеткой.

Теорема 1. Любая ℵ-широкая алгебра n-ℵ-полна для любого n ∈ ω.

Доказательство. Пусть A =< A;σ > является ℵ-широкой алгеброй,
B ⊆ An и |B| = ℵ. Пусть ϕ— некоторое вложение алгебры AB в A.
Пусть A0 - диагональная подалгебра алгебры AB (т.е. A0 = {f ∈ AB|
для любых b1, b2 ∈ B f(b1) = f(b2)}) и пусть ψ - некоторый изоморфизм
алгебры A на алгебру A0, аB0 = ψ(B). Тогда, очевидно, что ψ(AlgAB) =
AlgA0B0. Пусть b =< b1, · · · , bn >∈ (AB)n таково, что для любого d ∈ B
b(d) =< b1(d), · · · , bn(d) >= d. Тогда D+

AB ,b
=
⋂
d∈B

D+
A,b(d)

, но D+
A,ϕ(b)

=

D+
AB ,b

и, значит, D+
A,ϕ(b)

=
⋂
d∈B

D+
A,b(d)

. А так как {b(d)|d ∈ B} = B, то

D+
A,ϕ(b)

= D+
A,B. Таким образом AlgA{ϕ(b)} = AlgAB. То есть A n-ℵ-

полна и теорема доказана.

Из утверждения теоремы 1 и замеченного выше о квазипорядках
≤IhmnA вытекает

Следствие 1. Для любой ℵ -широкой алгебры A и любого натурально-
го n квазипорядок < An;≤IhmnA> является ℵ-полной квазирешеткой.

Доказательство теоремы 1 позволяет так же сделать заключение о
мощностях ℵ-порожденных алгебраических множеств ℵ-широких ал-
гебр.

Следствие 2. Для любого бесконечного ℵ любое алгебраическое ℵ -
порожденное неодноэлементное множество ℵ -широкой алгебры име-
ет мощность не менее чем 2ℵ и, при этом, не менее чем 2ℵ его эле-
ментов будут его однопорождающими.
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Доказательство. Достаточно заметить, что в обозначениях доказатель-
ства теоремы 1 таковыми будут являться элементы вида b(π(d)), где φ
— любая перестановка на множестве B.

Покажем также, что имеет место

Следствие 3. Для любой ω-широкой алгебры A =< A;σ >, для лю-
бого конечного не одноэлементного B ⊆ An его алгебраическое замыка-
ние AlgAB будет не менее чем счетно и не менее чем счетное число
элементов из AlgAB его порождают.

Доказательство. Пусть A =< A;σ > ω-широкая алгебра и B0 неко-
торое m-элементное подмножество множества B и m > 1. Тогда, как
следует из доказательства теоремы 1, |AlgAB0| ≥ mm > m. Пусть
B1 ⊆ AlgAB0 некоторое подмножество множества AlgAB включающее в
себя B0 и |B1| = mm. Итерируя эту процедуру строим счетную цепочку
множеств B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bk ⊂ Bk+1 ⊂ · · ·AlgAB и доказывающую, в
конечном итоге, утверждение этого следствия.

Заметим, что ограничение, что AlgAB порождается некоторым ко-
нечным не одноэлементным множеством B существенно. Пусть B =
{ai|i ∈ ω}, C = {bi|i ∈ ω} два счетных дизъюнктных множества и
D = {d} — одноэлементное множество дизъюнктное с B ∪ C. На мно-
жестве A = B ∪ C ∪ D определим алгебру A =< A;σ > сигнатуры
состоящей из одной одноместной функции f(x) : f(ai) = bi, f(bi) = ai
( для i ∈ ω ) и f(d) = d. Очевидным образом алгебра A является
ω-широкой, но в то же время AlgA{d} = {d}.

3. Заключение

В силу естественности примеров широких алгебр представляет ин-
терес дальнейшее исследование алгебро-логических свойств подобных
алгебр.
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The Algebraic Sets of Broad Algebras
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Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russian Federation

Abstract. The paper is devoted to the questions of algebraic geometry of uni-
versal algebras, more precisely, to the structures of algebraic sets of this algebras. It
is introduced the concept of broad universal algebra. Some natural examples of such
universal algebras are given including the lattices of functional clones on sets, the groups
of permutations on sets, the lattices of partitions on sets, the countable free Boolean
algebras, and the direct powers of universal algebras and others. Some special features of
the structures of algebraic sets of broad universal algebras are considered. We prove the
algebraic n-completnes of broad universal algebras. The results on the structure of the
quasiorder which is generated on the broad universal algebra by its inner homomorphisms
(homomorphisms between subalgebras) are presented. Some estimations of the powers
of algebraic sets of the broad universal algebras are given. Some results on the minimal
sets which are generated of algebraic sets of the broad universal algebras are obtained.

Keywords: algebraic set, broad algebra, n-completeness algebra.
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