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Аннотация. Изучается система двух нелинейных уравнений в частных производ-
ных четвертого порядка. Правые части системы уравнений содержат многомерные
аналоги уравнения Буссинеска, выражаемые через двукратные операторы Лапласа
и квадраты градиентов искомых функций, а также линейные функции взаимосвя-
зи. Такого рода уравнения, близкие к уравнениям Навье — Стокса, встречаются в
задачах гидродинамики. Предлагается искать решение в виде анзаца, содержащего
квадратичную зависимость от пространственных переменных и произвольные функ-
ции от времени. Использование предложенного анзаца позволяет декомпозировать
процесс отыскания компонент решения зависящих от пространственных перемен-
ных и от времени. Для отыскания зависимости от пространственных переменных
необходимо решать алгебраическую систему матричных, векторных и скалярного
уравнения. Найдено общее решение этой системы уравнений в параметрическом
виде. Для отыскания компонент решения исходной системы, зависящих от времени,
возникает система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. Эта
система сведена к одному уравнению четвертого порядка, для которого найдены
частные решения. Приводится ряд примеров построенных точных решений исходной
системы уравнений типа Буссинеска, в том числе выражаемые через функции Якоби
по времени и анизотропные по пространственным переменным.
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1. Введение

Некоторые задачи гидродинамики сводятся к нелинейному уравне-
нию Буссинеска [1; 6; 8] utt = ∂2x

(
βuxx + µu2 + εu

)
. Это уравнение опи-

сывает волны, которые могут перемещаться как влево, так и вправо.
Хорошо известно [1] его решение в виде уединенной волны (солитона),
которое имеет вид

u(x, t) = − 6βc2

µ cos2 (x− ωt+ c0)
, ω = c

√
ε− 4βc2,

где c 6= 0, c0 — произвольные постоянные. Многомерный аналог урав-
нения Буссинеска можно записать как

utt = ∆
(
β∆u+ µu2 + εu

)
. (1.1)

Цель нашей работы — построение точных многомерных решений систе-
мы двух нелинейных уравнений типа Буссинеска с линейными взаимо-
связями: {

utt = ∆
(
β1∆u+ µ1u

2 + ε1u
)
+ α1v,

vtt = ∆
(
β2∆v + µ2v

2 + ε2v
)
+ α2u.

(1.2)

Здесь u
△
= u(x, t), v

△
= v(x, t), t ∈ R

+, x ∈ R
n, n ∈ N, n ≥ 2, ∆ —

n – мерный оператор Лапласа; ∇ — оператор набла взятия градиента;
βi 6= 0, µi 6= 0, εi, αi 6= 0, i = 1, 2 — произвольные параметры.

Точные решения системы (1.2) будем отыскивать методом обобщен-
ного разделения переменных [9; 11]

u(x, t) = ψ1(t)W (x) + ϕ1(t), v(x, t) = ψ2(t)W (x) + ϕ2(t), (1.3)

W (x) =
1

2
(Ax,x) + (B,x) +C, (1.4)

где ψi(t), ϕi(t), i = 1, 2 — неизвестные функции времени; ненулевая
числовая симметрическая матрица A размера n×n, постоянный вектор
B ∈ R

n и константа C ∈ R подлежат определению. Здесь и далее (·, ·) —
скалярное произведение в R

n.
Отметим, что конструкция типа (1.4) ранее успешно использовалась

для построения точных решений нелинейных параболических систем со
степенными нелинейностями [3;4] и для нелинейной системы уравнений
в частных производных первого порядка [5]. Решения некоторых нели-
нейных гиперболических уравнений с функциональным разделением
переменных получены в [7]. Построение точных решений нелинейных
систем в частных производных важно и в ряде других приложений,
например в теории кинетических систем [10;12; 13].
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2. Редукция к системе ОДУ

После подстановки функций (1.3) в систему уравнений (1.2), с учетом
очевидных равенств

∆
(
β∆u+ µu2 + εu

)
= β∆(∆u) + 2µ

(
u∆u+ |∇u|2

)
+ ε∆u,

|∇W (x)|2 = (A2x,x) + 2(AB,x) + |B|2,
∆W (x) = trA − след матрицы A,

и несложных преобразований приходим к равенствам

(
ψ′′
1 − 2µ1(trA)ψ

2
1 − α1ψ2

) [1
2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ′′

1 =

= 2µ1ψ
2
1

[
(A2x,x) + 2(AB,x) + |B|2

]
+2µ1(trA)ψ1ϕ1+ε1ψ1(trA)+α1ϕ2,

(
ψ′′
2 − 2µ2(trA)ψ

2
2 − α2ψ1

) [1
2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ′′

2 =

= 2µ2ψ
2
2

[
(A2x,x) + 2(AB,x) + |B|2

]
+2µ2(trA)ψ2ϕ2+ε2ψ2(trA)+α2ϕ1.

Очевидно, что если числовая симметрическая матрица A, постоянный
вектор B ∈ R

n и константа C ∈ R удовлетворяют системе алгебраиче-
ских уравнений (САУ)

A = 2σA2, B = 2σAB, C = σ|B|2, (2.1)

где σ 6= 0 — константа разделения, то последние равенства сводят-
ся к следующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) второго порядка:

ψ′′
1 − λ1ψ

2
1 − α1ψ2 = 0, ψ′′

2 − λ2ψ
2
2 − α2ψ1 = 0, (2.2)

ϕ′′
1 = θ1ψ1ϕ1 + α1ϕ2 + ν1ψ1, ϕ′′

2 = θ2ψ2ϕ2 + α2ϕ1 + ν2ψ2. (2.3)

Здесь введены обозначения θ1 = 2µ1(trA), θ2 = 2µ2(trA), ν1 = ε1(trA),
ν2 = ε2(trA),

λ1 = 2µ1

(
trA+

1

σ

)
, λ2 = 2µ2

(
trA+

1

σ

)
. (2.4)

Таким образом, проведенными рассуждениями установлена справедли-
вость следующего утверждения.

Теорема 1. Система нелинейных уравнений типа Буссинеска (1.2)
имеет точные решения (1.3), где функция W (x) может быть выбрана

произвольным полиномом вида (1.4) с коэффициентами, удовлетворя-

ющими САУ (2.1), функции ψi(t), ϕi(t), i = 1, 2 находятся из систем

ОДУ (2.2), (2.3).
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Отметим, что САУ вида (2.1) ранее была получена и исследована
в [3; 5]. Поэтому в этой работе мы приведем только пример функций
(1.4), коэффициенты которой удовлетворяют САУ (2.1).

Пример 1. В трехмерном случае n = 3 для построения анизотроп-
ных по пространственным переменным точных решений системы (1.2)
можно использовать, например следующие функции

W1(x, y, z) =
1

36σ

[
5x2 + 8y2 + 5z2 − 4xy − 8xz − 4yz

]
+ (2.5)

+ l1x− 2(l1 + l2)y + l2z + σ

(
5l21 + 8l1l2 + 5l22

)
,

W2(x, y, z) =
1

36σ

[
5x2 + 5y2 + 8z2 + 8xy + 4xz − 4yz

]
+ (2.6)

+ l1x+ l2y + 2(l1 − l2)z + σ

(
5l21 − 8l1l2 + 5l22

)
,

W3(x, y, z) =
1

36σ

[
8x2 + 5y2 + 5z2 − 4xy + 4xz + 8yz

]
+ (2.7)

+2(l2 − l1)x+ l1y + l2z + σ

(
5l21 − 8l1l2 + 5l22

)
.

Для построения радиально-симметричных решений будем использовать
функцию

W0(x, y, z) =
1

4σ

[
(x+ 2σl1)

2 + (y + 2σl2)
2 + (z + 2σl3)

2
]
. (2.8)

Здесь σ 6= 0, li, i = 1, 2, 3 — произвольные параметры.

3. Разрешимость нелинейной системы ОДУ (2.2)

В системах ОДУ (2.2), (2.3), полученных в результате редукции си-
стемы нелинейных уравнений (1.2), нелинейной является только систе-
ма уравнений (2.2), построение общего решения которой маловероятно
в силу её нелинейности и высокой размерности. Поэтому в этом разделе
все внимание уделим построению частных точных решений нелинейной
системы ОДУ (2.2).

Элементарными преобразованиями система ОДУ (2.2) сводится к
одному нелинейному ОДУ четвертого порядка относительно функции
ψ1(t) следующего вида:

(
ψ′′
1 − λ1ψ

2
1

)′′ − λ2
α1

(
ψ′′
1 − λ1ψ

2
1

)2 − α1α2ψ1 = 0. (3.1)
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Нетрудно убедиться, что если параметры уравнения (3.1) связаны ра-
венством α1λ

2
1 − α2λ

2
2 = 0, то уравнение (3.1) имеет частное решение

ψ∗
1(t) = y(t), которое удовлетворяет ОДУ второго порядка

y′′ − λ1y
2 − λ1α1

λ2
y = 0. (3.2)

В [3; 5] показано, что решением матричного уравнения (2.1) является

матрица A =
1

2σ
SEmS

T , где Em — диагональная матрица, у которой

на диагонали произвольным образом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n}
единиц и n−m нулей, S — произвольная ортогональная матрица. При
этом

trA =
m

2σ
, m ≤ n, n ∈ N, n ≥ 2. (3.3)

С учетом формулы (3.3) выражения для параметров (2.4) запишутся
как

λ1 =
µ1(m+ 2)

σ
, λ2 =

µ2(m+ 2)

σ
. (3.4)

Таким образом, соотношение на параметры α1λ
2
1−α2λ

2
2 = 0 , в терминах

параметров системы (1.2), примет вид

α1µ
2
1 − α2µ

2
2 = 0. (3.5)

Если λ1 = 6, λ1α1 = −4λ2 или µ1 =
6σ

m+ 2
, α1µ1 + 4µ2 = 0, то как

указано в справочнике [2] ОДУ (3.2) имеет частное точное решение

y(t) =
1

sin2(t− t0)
, где t0 — произвольная постоянная. Это частное

решение приводит к частному решению системы ОДУ (2.2) следующего
вида

ψ∗
1(t) =

1

sin2(t− t0)
, ψ∗

2(t) = − 4

α1 sin
2(t− t0)

. (3.6)

Из теоремы 1 для этого частного решения приходим к справедливости
утверждения.

Утверждение 1. Пусть параметры системы нелинейных уравнений

типа Буссинеска (1.2) связаны соотношением (3.5) и равенствами

µ1 =
6σ

m+ 2
, α1µ1 + 4µ2 = 0, m ∈ {1, 2, . . . , n},

где σ 6= 0 — произвольная постоянная. Тогда система (1.2) имеет

частные точные многомерные решения

u(x, t) = ψ∗
1(t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ1(t),
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v(x, t) = ψ∗
2(t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ2(t),

где числовая симметрическая матрица A, постоянный вектор B и

константа C удовлетворяют САУ (2.1), функции ψ∗
i (t), i = 1, 2 вы-

ражаются формулами (3.6), a функции ϕ1(t), ϕ2(t) определяются из

линейной неавтономной системы ОДУ второго порядка (2.3).

В общем случае ОДУ (3.2) сводится к следующей квадратуре
∫

dy√
2

3
λ1 y

3 +
λ1α1

λ2
y2 + C1

= t− t0, (3.7)

где C1, t0 — произвольные постоянные. Вычислив этот интеграл, полу-
чим, что зависимость y от переменной t задается неявно равенством,
содержащим эллиптический интеграл первого рода. Однако, если кон-

станта C1 принимает значения C1 = 0 и C1 = −λ1α
3
1

3λ32
, то легко выпи-

сать явные частные точные решения уравнения (3.2) в элементарных
функциях. Кроме того, если параметры λ1, λ2, α1 и постоянная C1 вы-
бираются определенным образом, то можно получить точные решения
уравнения (3.2) в эллиптических функциях Якоби.

Пусть C1 = 0, тогда интеграл (3.7) вычисляется в элементарных
функциях и в этом случае система ОДУ (2.2) имеет частные точные
решения следующих видов

ψ∗1
1 (t) =

3α1

2λ2

(
th2

(
1

2

√
λ1α1

λ2
(t− t0)

)
− 1

)
,

ψ∗1
2 (t) =

3λ1α1

2λ22

(
th2

(
1

2

√
λ1α1

λ2
(t− t0)

)
− 1

)
. (3.8)

Пусть C1 = −λ1α
3
1

3λ32
, тогда интеграл (3.7) также вычисляется в элемен-

тарных функциях и в этом случае система ОДУ (2.2) имеет частные
точные решения следующих видов

ψ∗2
1 (t) =

α1

2λ2

(
3 tg2

(
1

2

√
λ1α1

λ2
(t− t0)

)
+ 1

)
,

ψ∗2
2 (t) =

λ1α1

(
3− 2 cos2

(
1

2

√
λ1α1

λ2
(t− t0)

))

2λ22 cos
2

(
1

2

√
λ1α1

λ2
(t− t0)

) . (3.9)
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C учетом этих результатов и использованием теоремы 1 приходим к
справедливости утверждения

Утверждение 2. Пусть параметры системы нелинейных уравне-

ний типа Буссинеска (1.2) связаны равенством (3.5). Тогда она имеет

частные точные многомерные решения

u1(x, t) = ψ∗1
1

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ1(t),

v1(x, t) = ψ∗1
2 (t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ2(t),

u2(x, t) = ψ∗2
1 (t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ1(t),

v2(x, t) = ψ∗2
2 (t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ2(t),

где числовая симметрическая матрица A, постоянный вектор B и

константа C удовлетворяют САУ (2.1), функции ψ∗j
i (t), i, j = 1, 2

выражаются формулами (3.8), (3.9), a функции ϕ1(t), ϕ2(t) определя-

ются из линейной неавтономной системы ОДУ второго порядка (2.3).

Пример 2. Система нелинейных уравнений типа Буссинеска (1.2), с
соотношением на параметры (3.5) и дополнительным условием ε1 =
ε2 = 0, в трехмерном координатном пространстве имеет частные точ-
ные, анизотропные по пространственным переменным, параметриче-
ские семейства решений

ui(x, y, z, t) =
α1σ

8µ2

(
3 tg2

(
1

2

√
µ1α1

µ2
(t− t0)

)
+ 1

)
Wi(x, y, z),

vi(x, y, z, t) =

µ1α1σ

(
3− 2 cos2

(
1

2

√
µ1α1

µ2
(t− t0)

))

8µ22 cos
2

(
1

2

√
µ1α1

µ2
(t− t0)

) Wi(x, y, z, t),

где функции Wi(x, y, z, t), i = 1, 2, 3 задаются формулами (2.5)–(2.7),
σ 6= 0, t0 — произвольные постоянные.

Пусть, теперь, параметры λ1, λ2, α1 и постоянная C1 таковы, что
λ1 > 0 и кубический трехчлен в интеграле (3.7) представим в виде
(y − a1)(y − a2)(y − a3), где вещественные постоянные a1 < a2 < a3
определяются из следующей системы алгебраических уравнений

a1+a2+a3+
3α1

2λ2
= 0, a1a2+a1a3+a2a3 = 0, C1+a1a2a3 = 0. (3.10)
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Тогда вычислив интеграл (3.7), находим

ψ∗1
3 (t) = (a2 − a1) sn

2 (T, k) + a1,

ψ∗2
3 (t) =

λ1α1

λ2

[
(a2 − a1) sn

2 (T, k) + a1

]
. (3.11)

Здесь введено обозначение T =

√
6λ1(a3 − a1)

6σ
(t− t0), sn(T, k) — эллип-

тический синус Якоби, k =

√
a2 − a1
a3 − a1

— модуль эллиптической функ-

ции. C учетом приведенных результатов и использованием теоремы 1
приходим к справедливости утверждения.

Утверждение 3. Пусть параметры системы нелинейных уравне-

ний типа Буссинеска (1.2) связаны равенством (3.5). Тогда она имеет

частные точные многомерные решения

u3(x, t) = ψ∗1
3 (t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ1(t),

v3(x, t) = ψ∗2
3 (t)

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]
+ ϕ2(t),

где числовая симметрическая матрица A, постоянный вектор B и

константа C удовлетворяют САУ (2.1), функции ψ∗1
3 (t), ψ∗2

3 (t) вы-

ражаются формулами (3.11), в которых вещественные постоянные

a1 < a2 < a3 удовлетворяют системе алгебраических уравнений (3.10),
a функции ϕ1(t), ϕ2(t) определяются из линейной неавтономной си-

стемы ОДУ второго порядка (2.3).

Отметим, что в приведенных утверждениях 1–3 для случая n = 3
(x ∈ R

3) в качестве W (x, y, z) можно взять любую из функций при-
веденных в примере 1. Так для функций определяемых формулами
(2.5)–(2.7) получим анизотропные по пространственным переменным
точные решения, а для функции (2.8) можно выписать радиально-сим-
метричное по пространственным переменным x, y, z точное решение.

4. Заключение

Таким образом, получены формулы новых точных многомерных ре-
шений систем нелинейных уравнений типа Буссинеска. Полученные яв-
ные выражения точных многомерных решений, которые выражаются
в элементарных и эллиптических функциях Якоби, могут иметь не
только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку их можно
использовать для тестирования, настройки и адаптации численных ме-
тодов и алгоритмов построения приближенных решений краевых задач



122 А. А. КОСОВ, Э. И. СЕМЕНОВ, В. В. ТИРСКИХ

для нелинейных систем уравнений в частных производных четвертого
порядка большой размерности.
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Multidimensional Exact Solutions of a System of Nonlinear
Boussinesq Type Equations

A. A. Kosov1, E. I. Semenov1, V. V. Tirskikh2

1Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory of SB of
RAS, Irkutsk, Russian Federation

2Irkutsk State Transport University, Irkutsk, Russian Federation

Abstract. We study the system of two nonlinear partial differential equations of the
fourth order. The right parts of the system of equations contain multidimensional analogs
of Boussinesq equation, expressed in terms of two-fold Laplace operators and squares
of gradients of the required functions, as well as linear functions of the relationship.
This kind of equations, similar to Navier-Stokes equations, encountered in problems
of hydrodynamics. The paper proposes to search for a solution in the form of anzatz
containing quadratic dependence on spatial variables and arbitrary functions on time.
The use of the proposed anzatz allows to decompose the process of finding the solution
components depending on the spatial variables and time. To find the dependence on
spatial variables it is necessary to solve the algebraic system of matrix, vector and scalar
equations. The General solution of this system of equations in parametric form is found.
To find the time-dependent components of the solution of the initial system, a system
of nonlinear ordinary differential equations arises. This system is reduced to one fourth-
order equation for which particular solutions are found. A number of examples of the
constructed exact solutions of the initial system of Boussinesq equations, including those
expressed in terms of Jacobi functions in time and anisotropic in spatial variables, are
given.

Keywords: nonlinear system, nonlinear Boussinesq equations, reduction, exact
solutions
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