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Аннотация. Возможности современной вычислительной и измерительной тех-
ники позволяют использовать наиболее адекватные математические модели по их
реальному содержанию управляемых динамических процессов. В частности, мате-
матическое описание многих процессов управления из различных областей науки и
техники может быть осуществлено при помощи нагруженных дифференциальных
уравнений. В данной работе исследуется задача оптимальной стабилизации одной
системы линейных нагруженных дифференциальных уравнений. Предполагается,
что в точках нагружения функция фазового состояния системы имеет левосто-
ронние пределы. Подобные задачи возникают, например, когда при наблюдении
за динамическим процессом измеряются фазовые состояния в некоторые моменты
времени и информация непрерывно передается с помощью обратной связи. Эти
задачи имеют важное прикладное и теоретическое значение, естественным обра-
зом возникает необходимость их исследования в различных постановках. Учитывая
характер влияния нагруженных слагаемых на динамику процесса, система нагру-
женных дифференциальных уравнений представляется в виде поэтапно меняющих-
ся дифференциальных уравнений. Для решения задачи оптимальной стабилизации
движения поэтапно меняющейся системы поставленная задача разделяется на две
части, одна из которых формулируется на конечном интервале времени, а вторая
— на бесконечном интервале. Поставленные задачи решаются на основе метода
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функции Ляпунова. Приведен конструктивный подход построения оптимального
стабилизирующего управления.

Ключевые слова: нагруженные дифференциальные уравнения, дифференциаль-
ные уравнения с памятью, задача оптимальной стабилизации, функция Ляпунова.

Введение

Изучение разнообразных динамических процессов управления поз-
воляет заключить, что будущее течение многих процессов управления
оказывается зависимым не только от настоящего, но и существенно
определяется предысторией процесса. Математическое описание подоб-
ных процессов управления осуществляется при помощи обыкновенных
дифференциальных уравнений с памятью различных видов, называ-
емых также уравнениями с последействием или нагруженными диф-
ференциальными уравнениями. Нагруженными дифференциальными
уравнениями в литературе [3;4;7;8;11;13] принято называть уравнения,
содержащие в коэффициентах или в правой части какие-либо функ-
ционалы (функции) от решения, в частности, значения решения, в ко-
торых фазовое состояние процесса в какой-либо точке и в какой-либо
момент может оказывать влияние на динамику процесса в целом. На
практике такого рода задачи возникают, например, когда при наблю-
дении за динамическим процессом измеряются фазовые состояния в
некоторые моменты времени и информация непрерывно передается с
помощью обратной связи. В последние годы проводится интенсивное
исследование нагруженных дифференциальных уравнений, связанное
с различными прикладными задачами механики, биологии, экологии и
химии, моделируемых с помощью нагруженных уравнений.

Важное теоретическое и прикладное значение имеет исследование
и решение различных задач управления и оптимальной стабилизации
для систем нагруженных дифференциальных уравнений. Однако на-
личие в динамике системы нагруженного слагаемого не всегда позво-
ляет непосредственно применять известные методы исследований, раз-
витые при исследованиях обычных (не нагруженных) динамических
систем. Например, наличие нагруженных слагаемых указанного вида не
позволяет непосредственно применяя метод моментов (разработанного
Н. Н. Красовским) построить решение задач оптимального управления.
В зависимости от характера влияния нагруженных слагаемых на дина-
мику процесса, некоторые системы нагруженных дифференциальных
уравнений представляются в виде поэтапно меняющихся дифференци-
альных уравнений [5; 6; 13; 14]. В работах [2; 12] рассмотрены задачи
стабилизации движения нестационарной управляемой системы и син-
тезированы стабилизирующие оптимальные управления многосвязных
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систем. Исследованию вопросов существования решения нагруженных
линейных дифференциальных уравнений посвящено много работ, но
задачам их управления и стабилизации уделялось сравнительно мало
внимания.

В данной работе исследуется задача оптимальной стабилизации од-
ной системы линейных нагруженных дифференциальных уравнений.
Учитывая характер влияния нагруженных слагаемых на динамику про-
цесса, система нагруженных дифференциальных уравнений представ-
ляется в виде поэтапно меняющихся линейных дифференциальных
уравнений. На основе метода функции Ляпунова [1; 9; 10] предложен
способ построения оптимального стабилизирующего управления.

1. Результаты

Рассмотрен управляемый процесс, динамика которого описывается
нагруженными линейными дифференциальными уравнениями

ẋ = A0(t)x+A1(t)x(t1) +A2(t)x(t2) +A3(t)x(t3) +B(t)u, (1.1)

где x(t) ∈ Rn – фазовый вектор системы, матрицы Ak(t) − (n × n),
B(t)− (n× r) непрерывные на [t0,∞), u(t) – управляющие воздействия
с размерностью (r×1). Слагаемые Ak(t)x(tk), k = 1, 3, как функции вли-
яют на систему, начиная с момента времени t ≥ tk. Предполагается, что
заданы моменты времени tk такие, что 0 ≤ t0 < t1 < t2 < t3 <∞. Функ-
ция x (t) непрерывна на интервалах [tk−1, tk) и в точках нагружения tk
имеет конечные левосторонние пределы lim

t→tk−0
x(t) = x(tk).

Пусть для нагруженной системы (1.1) имеем следующий функцио-
нал:

J [·] =
3

∑

k=1

Jk [·] + J4 [·] =

3
∑

k=1

tk
∫

tk−1





n
∑

j,s=1

α
(k)
js xj(t)xs(t) +

r
∑

j,s=1

β
(k)
js uj(t)us(t)



 dt+

+

∞
∫

t3





n
∑

j,s=1

α
(4)
js xj(t)xs(t) +

r
∑

j,s=1

β
(4)
js uj(t)us(t)



 dt, (1.2)

где α
(k)
js и β

(k)
js постоянные коэффициенты положительно-определенных

квадратичных форм. Сформулируем задачу оптимальной стабилизации
движения управляемой нагруженной системы следующим образом.
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Требуется найти оптимальное управление u0, которое для произволь-
ных начальных условий обеспечивает асимптотическую устойчивость
решения системы (1.1) и минимизирует функционал (1.2).

Для построения решения задачи интервал [t0,∞) разбиваем на части

точками нагружения [t0,∞) =
3
⋃

k=1

[tk−1, tk)
⋃

[t3,∞). Учитывая после-

довательность точек нагружения и характер соответствующих слагае-
мых Ak(t)x(tk), k = 1, 3, уравнение (1.1) представляется по отдельности
на интервалах разбиения в виде поэтапно меняющихся дифференциаль-
ных уравнений [4].

ẋ=















A0(t)x+B(t)u, t ∈ [t0, t1),
A0(t)x+A1(t)x(t1) +B(t)u, t ∈ [t1, t2),
A0(t)x+A1(t)x(t1) +A2(t)x(t2) +B(t)u, t ∈ [t2, t3),
A0(t)x+A1(t)x(t1) +A2(t)x(t2) +A3(t)x(t3) +B(t)u, t ∈ [t3,∞).

(1.3)
Следуя [1;5], задача может быть разделена на две части, одна из ко-

торых формулируется на интервале времени [t0, t3) с минимизирующим
функционалом

J̄ [·] =
3

∑

k=1

tk
∫

tk−1





n
∑

j,s=1

α
(k)
js xj (t)xs (t) +

r
∑

j,s=1

β
(k)
js uj (t) us (t)



 dt, (1.4)

а вторая – на бесконечном интервале [t3,∞) с минимизирующим функ-
ционалом

J4 =

∞
∫

t3





n
∑

j,s=1

α
(4)
js xj (t)xs (t) +

r
∑

j,s=1

β
(4)
js uj (t)us (t)



 dt. (1.5)

Предполагается, что существуют определенно-положительные функ-

ции Ляпунова V̄ (x, t) =
3
∑

k=1

Vk(x, t), Vk(x, t) при t ∈ [tk−1, tk) (k =

1, 3) и V (x, t) при t ∈ [t3,∞), где Vk(x, t) (k = 1, 2, 3) и V (x, t) —
определенно-положительные функции Ляпунова для подсистем (1.3),
допускающих бесконечно малый высший предел, полные производные
по времени которых вдоль решений соответствующих подсистем (1.3)
являются определенно-отрицательными функциями. При данных пред-
положениях построение функции оптимальной стабилизации примени-
тельно к системе (1.1) (или (1.3)) осуществляется на основе подхода,
разработанного в работах [1, 9].
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Будем искать функции Ляпунова Vk (x, t) (k = 1, 3) и V (x, t) в сле-
дующем виде:

Vk (x, t) =

n
∑

i,j=1

c
(k)
ij (t)xi (t)xj (t) , t ∈ [tk−1, tk), k = 1, 3, (1.6)

V (x, t) =

n
∑

i,j=1

c
(4)
ij (t)xi(t)xj(t), t ∈ [t3,∞). (1.7)

Получены системы обыкновенных дифференциальных уравнений

типа Риккати относительно переменных c
(k)
ij (t), а также системы ал-

гебраических уравнений. Если из полученных систем удастся найти

частные решения c
(k)
ij (t) (k = 1, 4) такие, что квадратичные формы (1.6)

и (1.7) окажутся положительно определенными, то, согласно основной
теореме об оптимальной стабилизации [1;9], задача будет решена. Если
матрицы системы (1.1) не зависят от t, то вместо дифференциальных
уравнений типа Риккати получим алгебраические уравнения относи-

тельно величин c
(k)
ij . Подставляя эти решения, т. е. значения c

(k)
ij в (1.6)

и (1.7), получим явные выражения функции Ляпунова Vk (x, t) (k = 1, 3)
и V (x, t). Следовательно, имея функции Ляпунова Vk (x, t) (k = 1, 3) и
V (x, t), получим оптимальные управляющие воздействия u0. При этом
оптимальные управляющие воздействия являются линейными функци-
ями от координат фазового вектора x(t).

Подставляя найденные оптимальные управляющие воздействия u0,
t ∈ [t0, t1), в уравнение (1.3) и решая это уравнение с некоторым на-
чальным условием x(t0) = x0 при t ∈ [t0, t1), получим соответствующее
движение x(t) для промежутка времени t ∈ [t0, t1). Учитывая, что
lim

t→tk−0
x(t) = x(tk) при t = t1 получим значение x(t1). Принимаем конеч-

ное состояние x(t1) предыдущего этапа в качестве начального состояния
для следующего этапа t ∈ [t1, t2). Подставляя найденные оптимальные
управляющие воздействия u0, t ∈ [t1, t2) , в уравнение (1.3) и решая
это уравнение, получим соответствующее движение x(t) для промежут-
ка времени t ∈ [t1, t2). Продолжая эту процедуру, получим движениe
системы (1.3) для моментов времени t ∈ [t2, t3) и t ∈ [t3,∞).

Таким образом, будем иметь все значения x(t1), x(t2) и x(t3) фазового
вектора x(t) как начальное значение последующего этапа. Следователь-
но, имеем значение фазового вектора x(t3) как начальное состояние
движения на интервале [t3,∞). Далее, согласно формуле (1.4), мож-

но вычислить минимальное значение функционала J̄ [·] =
m−1
∑

k=1

Jk[·], а

минимальное значение функционала (1.5), согласно [1; 9], будет равно
выражению V (x1(t3), ..., xn(t3)).
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Заключение

В работе система линейных нагруженных дифференциальных урав-
нений, учитывающая характер влияния нагруженных слагаемых на ди-
намику процесса, представляется в виде поэтапно меняющихся линей-
ных дифференциальных уравнений. На основе метода функции Ля-
пунова предложен способ построения оптимального стабилизирующего
управления системы линейных нагруженных дифференциальных урав-
нений.
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On the Problem of Optimal Stabilization of a System of
Linear Loaded Differential Equations
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Armenia
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Abstract. The possibilities of modern computing and measuring technologies al-
low using the most adequate mathematical models for the actual content of controlled
dynamic processes. In particular, the mathematical description of many processes of
control from various fields of science and technology can be realized with the help of
loaded differential equations. In this paper we study the problem of optimal stabilization
of one system of linear loaded differential equations. It is assumed that at the loading
points the phase-state function of the system has left-side limits. Similar problems arise,
for example, when in case of necessity to conduct an observation of a dynamic process,
phase states at some moments of time are measured and information continuously is
transmitted through a feedback. These problems have important practical and theoretical
significance; hence the necessity for their investigations in various settings naturally
arises. Taking into account the nature of the influence of the loaded terms on the
dynamics of the process, the system of loaded differential equations is represented in
the form of stage-by-stage change differential equations. To solve the problem of optimal
stabilization of the motion of a stage-by-stage changing system, the problem is divided
into two parts, one of which is formulated on a finite time interval, and the second one
- on an infinite interval. The problems set up are solved on the basis of the Lyapunov
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function method. A constructive approach to construct an optimal stabilizing control is
proposed.

Keywords: loaded differential equations, differential equations with memory, opti-
mal stabilization problem, Lyapunov function.
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