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Аннотация. Предсказание является одним из важнейших понятий в науке. Пред-
сказания, получаемые на основе вероятностных знаний, описываются индуктивно-
статистическим выводом I-S-выводом (Inductive-Statistical inference). Однако такой
вывод сталкивается с проблемой синтеза логики и вероятности, состоящей в том,
что оценки вероятности высказываний резко падают в процессе логического вывода.
Рассматриваемые в рамках Probabilistic Logic Programming процедуры вычисления
оценок не решают проблему. С нашей точки зрения, предсказание нельзя соединять
с логическим выводом. Логический вывод следует заменить на вычисление. В работе
предлагается семантический подход к вычислению предсказаний, когда вывод рас-
сматривается не как проверка истинности запроса на модели, а как поиск фактов
в модели, предсказывающих интересующее нас высказывание с максимальной ве-
роятностью. Для этого в работе определяется семантический вероятностный вывод,
осуществляющий вычисление предсказаний. В процессе семантического вероятност-
ного вывода оценки предсказаний строго возрастают. В работе доказывается, что
получаемые семантическим вероятностным выводом оценки предсказаний заведомо
не хуже оценок, получаемых в рамках Probabilistic Logic Programming логическим
выводом с параллельным вычислением этих оценок.
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1. Введение

Для создания баз знаний используются методы машинного обуче-
ния (Mashine Learning) и экспертные знания. Эти знания используются
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затем для предсказания и принятия решений с помощью логического
вывода. Логический вывод абстрагируются от возможной недостовер-
ности знаний и осуществляют вывод, как будто мы имеем достоверные
знания.

Вывод предсказаний описывается покрывающими моделями (Cove-
ring Law Models), состоящими в том, чтобы вывести факт как частный
случай закона. Выделяют две модели предсказания:

1) Дедуктивно-номологическуюмодель(Deductive-Nomological (D-N)),
основанную на фактах и дедуктивных законах;

2) Индуктивно-статистическую модель (Inductive-Statistical (I-S)), ос-
нованную на фактах и вероятностных законах.

Эти модели могут быть представлены следующей схемой,

L1, . . . ,Lm

C1, . . . ,Cn

G

в которой L1, . . . ,Lm — множество дедуктивных законов для D-N выво-
да предсказаний и вероятностных для I-S вывода предсказаний, C1, . . .,
Cn — множество фактов, G — предсказываемое высказывание.

Оценка степени достоверности выводимых в I-S выводе предсказаний
вычисляется различными методами параллельно процессу логического
вывода. Есть работы, в которых степень достоверности рассматривает-
ся как значение истинности утверждений, а процесс логического вывода
обобщается до так называемых «количественных дедукций» [5; 6; 16]. В
работах [9; 10; 13] описываются довольно богатые формальные системы,
содержащие как частные случаи основные «количественные дедукции».

Рассмотрим, как ведут себя оценки степени достоверности решений
в процессе логического вывода. Возможны два случая: 1) знания по-
лучены методами машинного обучения на вероятностных данных и 2)
знания описываются и оцениваются экспертом:

1) Анализ изменения вероятностных оценок утверждений в процессе
логического вывода показывает, что они могут значительно умень-
шаться. Как следует из работ по вероятностной логике [7; 14; 8; 15],
полученные оценки не могут быть улучшены. Даже если ограни-
читься использованием правил с условной вероятностью не мень-
шей чем 1− ε, как это делается в [3], то это все равно не избавляет
нас от существенного уменьшения вероятности в процессе вывода
и, кроме того, это не соответствует условиям реально возникающих
задач.
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2) В работах по «количественной дедукции» истинностное значение
заключения правила определяется как функция минимума или на-
ибольшей нижней границы (для значений истинности в решетке)
значений истинности атомов посылки. Соответствует ли это экс-
пертным оценкам правила? Как правило, не соответствует. В этом
случае ситуация по существу такая же, как и в предыдущем ве-
роятностном случае, только проявляется она не в вероятностных
терминах, а в терминах зависимости оценок эксперта от контекста,
целостности восприятия ситуаций, адекватных и неадекватных (си-
туациям) знаний и т. д. Если, например, атомы посылки правила
описывают ситуацию, которая с точки зрения эксперта невозмож-
на, то эксперт либо вообще откажется дать оценку заключению
правила, либо присвоит ему значение близкое к нулю, хотя это
правило по правилам вероятностной логики может иметь отличное
от нуля значение.

Таким образом, несмотря на разнообразие формальных систем, вы-
числяющих оценки утверждений, адекватное вычисление оценок пред-
сказаний отсутствует. В чем причина?

Причина в том, что, обобщая значения истинности, не обобщается
сам процесс логического вывода. Следует осознать тот факт, что оценки
утверждений делаются экспертом не в соответствии и не параллельно
правилам логического вывода.

Предсказанием запроса некоторой логической программой PR в D-N
выводе назовем такой путь вычисления запроса, на котором дости-
гается максимум оценки условной вероятности запроса относительно
подставленных в процессе вычисления фактов. Оценки условных веро-
ятностей можно вычислить по вероятностным характеристикам правил
и фактов, используя вероятностную логику (см. оценки в п. 4). Оценки
не ухудшаются, если в процессе вывода используются правила, имею-
щие условную вероятность равную единице, и могут значительно ухуд-
шаться, если используются правила с условной вероятностью строго
меньшей 1.

Рассмотрим процесс вычисления с точки зрения «семантического»
подхода к программированию [17]. Идея семантического программиро-
вания состоит в том, чтобы процесс вычисления рассматривать как
проверку истинности утверждений (включая возможное использова-
ние логического вывода) на некоторой модели (моделью могут быть
данные, представленные некоторой многосортной системой; некоторая
специальная модель теории или абстрактного типа данных предметной
области и т. д.). При таком взгляде на процесс вычисления, процедуру
логического вывода можно обобщить, рассматривая более разнообраз-
ные взаимоотношения высказываний и модели — рассмотреть процесс
вычисления как, например, определение вероятности, подтвержденно-
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сти, достоверности, статистической значимости и т.д. высказываний на
модели или классе моделей (выборок из некоторой генеральной сово-
купности или множества возможных миров G). Для этого вводится
вероятность на множестве возможных миров или выборках из генераль-
ной совокупности и таким образом определяется вероятностная модель
M данных. Такой обобщенный вывод будем вслед за работой [17] на-
зывать семантическим. В работе семантический подход к созданию баз
знаний рассматривается для случая логических программ в языке пер-
вого порядка с вероятностной мерой µ [7; 14; 8; 15] и соответствующей
вероятностной моделью данных M.

Целью предсказания некоторого запроса A, с семантической точки
зрения, является нахождение таких вероятностных фактов (множеств
фактов) в вероятностной модели данных M, из которых запрос A следо-
вал бы с максимальной условной вероятностью. Предсказание, получа-
емое логической программой, не удовлетворяет этой цели. Во-первых,
вероятностные оценки запроса могут существенно снижаться в процессе
вычисления, а, во-вторых, вычисление не всегда может приводить к
фактам, дающим максимальную оценку условной вероятности запроса.

Для получения наилучших предсказаний для любого одноатомного
запроса A в работе определяется семантический процесс вычисления
– семантический вероятностный вывод (см. определение 8.1), в кото-
ром вычисление осуществляется путем движения вдоль «уточняющего»
графа [18; 12]. В этом графе правила, начиная с A, уточняются, либо
добавлением произвольного атома (или конъюнкции атомов) в посыл-
ку, либо применением подстановки. Выбор уточнения, удлиняющего
соответствующую ветвь графа, определяется требованием увеличения
условной вероятности, определяемой по вероятностной модели данных.
Результатом вычисления является результирующая подстановка и до-
стигнутая условная вероятность. На уточняющие правила в семанти-
ческом вероятностном выводе налагается (без ограничения общности)
дополнительное требование – чтобы каждый атом в посылке был «су-
щественным» для предсказания запроса A (удаление любого атома из
посылки уменьшает условную вероятность запроса A). Такие правила
называются вероятностными закономерностями (см. определение 6.4).
Для семантического вероятностного вывода, таким образом, достаточ-
но иметь множество всех возможных вероятностных закономерностей
данной вероятностной модели данных M, обозначаемое через PR(M).
Это множество закономерностей составляет индуктивно выведенную
из вероятностной модели данных M базу знаний. Отметим, что для
семантического вероятностного вывода не нужны правила вывода. Про-
цесс вычисления вполне определяется требованием увеличением оценки
условной вероятности (определяемой вероятностной моделью данных
M).
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База знаний PR(M) является в определенном смысле полным и ми-
нимальным множеством вероятностных знаний, обеспечивающим лю-
бой семантический вероятностный вывод и максимальную оценку пред-
сказаний, и таким образом, удовлетворяет поставленной цели — полу-
чению наилучших предсказаний.

I-S предсказание новых фактов по базе знаний PR(M) на некоторых
данных D(N), принадлежащих случайно выбранной из множества воз-
можных миров G модели N, в соответствии с вероятностной моделью
данных M, может осуществляться логической программой PR(M,N) =
P(M) ∪ D(N), где P(M) ⊂ PR(M) – множество всех вероятностных
закономерностей с непустой посылкой. В работе доказывается, что про-
грамма PR(M,N) предсказывает лучше любой другой логической про-
граммы, имеющей те же факты D(N) (теорема 9.1). Более того, пред-
сказание любого атома A осуществляется “лучшим для предсказания
атома A правилом” (определение 8.2) в один шаг, не считая подста-
новки фактов. Таким образом, база знаний PR(M), рассматриваемая
как логическая программа, осуществляет I-S предсказание на одних и
тех же фактах лучше чем D-N предсказание любой другой логической
программой.

В заключении отметим, что множество PR(M,N) не является слиш-
ком большим. Понятие вероятностной закономерности было использо-
вано для разработки метода обнаружения закономерностей [11; 1]. Этот
метод был реализован и успешно применялся для решения ряда прак-
тических задач. Опыт решения задач показал, что множество PR(M)
практически может быть найдено даже на средних персональных ком-
пьютерах.

В настоящее время, наиболее перспективным применением метода
обнаружения закономерностей на множестве возможных миров G яв-
ляются локально-простые информационные системы, описанные в [2],
когда рассматривается сложная сеть из локально-простых [2] моделей,
входящих в G, описывающих, например, рабочие места, склады, кас-
совые аппараты и т. д. Тогда можно осуществлять прогнозирование
поведения этих локально-простых моделей.

2. Вероятность. Эрбрановы модели. Вероятностная модель
данных

Зафиксируем язык первого порядка L с равенством не более чем
счетной сигнатуры Ω = 〈P1,P2, ...; f1, f2, ...; C1,C2, ...〉, C = {Ck∈K},
K 6= ∅. Обозначим через U множество всех основных термов (не со-
держащих свободных переменных), X — множество переменных, T —
множество термов, F — множество формул, F0 — множество формул
без кванторов, S — множество предложений (формул без свободных
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переменных), ℜ = F0 ∩ S– множество всех основных предложений сиг-
натуры Ω.

Следуя [8] определим вероятность µ на подмножестве F ⊂ ℜ,
F 6= ∅ предложений, замкнутом относительно логических операций &„
(равенство не строгое, для строгого равенства необходимы дополни-
тельные аксиомы см. [8]).

Определение 2.1. [8] Вероятностью µ на подмножестве F ⊂ ℜ назы-
вается отображение µ : F→ [0, 1], удовлетворяющее условиям:

1) Если ⊢ ϕ, то µ(ϕ) = 1;

2) Если ⊢¬(φ&ϕ), то µ(φ ∨ ϕ) = µ(φ) + µ(ϕ).

Следствие 2.1. [8]. Если ⊢ (ϕ ≡ φ), то µ(ϕ) = µ(φ). Если ⊢ ¬ϕ, то
µ(ϕ) = 0.

Вероятность µ является конечно-аддитивной мерой на подалгебре
{φ/≡ |φ ∈ F} булевой алгебры Линденбаума – Тарского.

Определение 2.2. Вероятностной Эрбрановой моделью сигнатуры Ω
будем называть пару M = 〈U, µ〉, где µ – вероятность на ℜ. Функци-
ональные символы интерпретируются на U обычным образом [4].

Определение 2.3. Эрбрановой моделью сигнатуры будем называть
вероятностную Эрбранову модель M = 〈U, µ〉, где µ : ℜ → {0, 1}.

Рассмотрим множество S всех Эрбрановых моделей M = 〈U, µ〉 сиг-
натуры Ω. Пусть дан некоторый класс Эрбрановых моделей G ⊂ S (мно-
жество возможных миров) и вероятность µ на некотором подмножестве
F ⊂ ℜ формул замкнутом относительно логических операций. Опреде-
лим булеву подалгебру D подмножеств G(ϕ) = {M |M ∈ G,M |=ϕ}, ϕ ∈
ℜ множества G, где |= выполнимость утверждения ϕ на модели M при
означивании µ (где 1 – истина, 0 – ложь).

Определение 2.4. Класс Эрбрановых моделей G будем называть со-
гласованным с вероятностью на множестве формул F, если из G(ϕ) =
0, ϕ ∈ F следует µ(ϕ) = 0.

Лемма 2.1. Величина η(G(ϕ)) = µ(ϕ), ϕ ∈ F является конечно-ад-
дитивной мерой на подалгебре D, если класс Эрбрановых моделей G
согласован с µ на множестве формул F.

Доказательство. Так как D — булева подалгебра подмножеств G явля-
ется кольцом множеств, то достаточно доказать, что η(G(ϕ1) ∪ G(ϕ2))
= η(G(ϕ1)) + η(G(ϕ2)), если G(ϕ1)&G(ϕ2) = ∅; ϕ1,ϕ2 ∈ F . Так как
η(G(ϕ1)∪G(ϕ2)) = η(G(ϕ1∨ϕ2)) = µ(ϕ1∨ϕ2); η(G(ϕ1)) = (ϕ1); η(G(ϕ2))
= (ϕ2); G(ϕ1)∩G(ϕ2) = G(ϕ1&ϕ2), то нам достаточно доказать, что
µ(ϕ1∨ϕ2) = µ(ϕ1) + µ(ϕ2), если G(ϕ1&ϕ2) = ∅. Из определения меры µ
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следует, что µ(ϕ1∨ϕ2) = µ(ϕ1) + µ(ϕ2) - µ(ϕ1&ϕ2). Из условия леммы и
определения 2.4 следует, что если G(ϕ1&ϕ2) = ∅, то µ(ϕ1&ϕ2) = 0.

Если множество формул F совпадает с ℜ, то будем говорить, что
класс Эрбрановых моделей G согласован с вероятностной Эрбрановой
моделью M = 〈U, µ〉, а модель M является вероятностной моделью
множества возможных миров G или выборок из некоторой генераль-
ной совокупности.

3. Логические программы

Обозначим через PR множество всех правил A ← A1,. . . ,Ak, k ≥
0 сигнатуры, где A,A1,. . . ,Ak – атомы сигнатуры Ω. Если атом A от-
сутствует, то правило ← A1,. . . ,Ak называется целью (запросом). Если
k = 0, то правило A ← называется фактом.

Логическая программа Pr есть конечная совокупность правил. Под-
становкой называется отображение θ:X → T. Подстановка θ(x) = x
называется тождественной. Обозначим через Θ множество всех подста-
новок. Подстановки естественным образом распространяются на произ-
вольные выражения: так для терма t = f(t1,...,tn) и атома A = P(t1,...,tn)
их подстановки соответственно равны

tθ = f(t1θ,..., tnθ), Aθ = P(t1θ,...,tnθ).
Правило Aθ← A1θ,...,Anθ называется вариантом правила A← A1,. . . ,An

если θ – перестановка множества X.
Зафиксируем правило вычисления R, определяющее в каждом за-

просе выделенный атом. Пусть
N = ← A1,...,Ai,...,Ak, k ≥ 1

запрос, в котором правилом R выделен атом Ai и
A ← B1,...,Bl

вариант некоторого правила программы Pr, в котором все переменные
отличны от переменных запроса. Пусть θ – наиболее общий унификатор
атомов Ai и A. Тогда запросы

← (A1, ..., B1, ..., Bl, ..., Ak)θ, l ≥ 1, (3.1)

← (A1, ...,Ai, ..., Ak)θ, l = 0

будем называть выводимыми из запроса N по правилу A ← B1,...,Bl с
помощью подстановки θ и правила вычисления R. Как видно из опре-
деления, атом Ai не удаляется из запроса при его унификации с неко-
торым фактом программы. Такие атомы выделяются подчеркиванием.
Будем предполагать, что правило R не выбирает для очередного шага
вывода подчеркнутые атомы.

Пространством вычислений для программы Pr и правила вычисле-
ния R называется множество всех возможных запросов сигнатуры Ω
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с заданным на нем отношением выводимости. SLDF-выводом (Linear
resolution with Selection rule for Definite clauses and underlined Facts)
цели N в некотором пространстве вычислений, назовем максимальную
последовательность запросов N = N0,N1,N2... вместе с последователь-
ностью правил C0,C1,... и унификаторов θ0,θ1,..., такую что запросы
Ni+1 выводимы из запросов Ni по правилам Ci с помощью подстано-
вок θi и правила вычисления R. SLDF-вывод – максимальный путь
в пространстве вычислений, начинающийся с N. SLDF-вывод, закан-
чивающийся запросом, в котором все атомы подчеркнуты, называется
успешным. Конечный SLDF-вывод, не являющийся успешным — тупи-
ковым. Множество всех SLDF-выводов, начинающихся с цели N, обычно
представляют в виде дерева (префикс дерева SLDF-выводов) и назы-
вают SLDF-деревом вычислений запроса N. SLDF-дерево, содержащее
успешный SLDF-вывод, называется успешным.

4. Оценки вероятностей и условных вероятностей запросов

Пусть M = 〈U, µ〉 вероятностная Эрбранова модель. Рассмотрим
успешный SLDF-вывод N,N1,...,Nk запроса N с помощью последователь-
ности правил C0,C1,..,Ck−1 некоторой программы Pr, последователь-
ности унификаций θ0,θ1,...,θk−1; θ = θ0θ1...θk−1 и некоторого правила
вычислений R.

Последовательность запросов Nθ,N1θ,...,Nk, θ = θ0θ1...θk−1также бу-
дет SLDF-выводом запроса Nθ с помощью последовательности правил
C0θ,C1θ,...,Ck−1θ тождественных подстановок и правила вычислений R.
Будем предполагать, что Nθ,N1θ,...,Nk ∈ ℜ. В данном пункте факты
A ← будем представлять правилами A ← true, тогда µ(C) = µ(A/true)
= µ(A), для факта C = A ← , A ∈ ℜ.

Определим через &Ni конъюнкцию всех не подчеркнутых атомов
запроса Ni. Если все атомы подчеркнуты (как в запросе Nk), то по-
ложим &Nk ≡ true. Обозначим через &NiF (F - facts) конъюнкцию
всех подчеркнутых атомов запроса Ni. Тогда &NiF — конъюнкция всех
фактов, использованных в SLDF-выводе запроса Nθ.

Цель данного пункта – оценить вероятности µ(&Nθ), µ(&Nθ/&NkF)
по SLDF-выводу запроса Nθ, предполагая, что нам известны только
вероятности фактов и правил.

Рассмотрим вывод запросов (3.1) из запроса Nθ=(← A1,...,Ai,...,Ak)θ,
k ≥ 1 по правилу (Ai ← B1,...,Bl)θ. Представим запросы (3.1) в ви-
де N1θ = ( ← A1,...Ai−1,B,Ai+1,...,Ak)θ, B = B1,...,Bl или N1θ = ( ←
A1,...,Ai,...,Ak)θ. Второй запрос является частным случаем первого, ко-
гда B = true. Оценим вероятности µ(&Nθ), µ(&Nθ/&N1θ) в предполо-
жении, что нам известны только вероятности µ(&N1θ), µ(Aiθ), µ(&Bθ),
p = µ(Aiθ/&Bθ).

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 21. Серия «Математика». С. 33–50
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Лемма 4.1. Если µ(&N1θ) > 0 и µ( &Bθ) > 0, то

1) µ( &Nθ) ≤ µ( &N1θ) + µ(¬ &Bθ);

2) µ( &Nθ) ≥ µ( &N1θ) − (1-p)µ( &Bθ);

3) µ( &Nθ/ &N1θ) ≤ p.µ( &Bθ)/µ( &N1θ);

4) µ( &Nθ/ &N1θ) ≥ 1 − (1− p)/µ( &(Nθ\Aiθ)/ &Bθ).

Доказательство.
1. µ(&Nθ)=µ(&Nθ∧&Bθ)+µ(&Nθ∧¬&Bθ)≤ µ(&N1θ∧Aiθ)+µ(¬&Bθ)

≤ µ(&N1θ) + µ(¬&Bθ).
2. µ(&Nθ/&N1θ) = µ(&Nθ∧&Bθ)/µ(&N1θ) ≤ µ(Aiθ∧&Bθ)/µ(&N1θ) =

p.µ(&Bθ)/µ(&N1θ).
3. µ(&Nθ) ≥ µ(&Nθ∧&Bθ) ≥ µ(&Nθ∧&Bθ) - µ(¬&Nθ∧¬&Aθ∧&Bθ).

Выражение из правой части пункта 2 утверждения леммы равно этому
же выражению:

µ(&N1θ)− (1− p)µ(&Bθ) = µ(&N1θ) + µ(Aiθ∧&Bθ)− µ(&Bθ) =
µ(&N1θ∧Aiθ) + µ(&N1θ∧¬Aiθ) + µ(Aiθ∧&Bθ∧&Nθ) +
µ(Aiθ∧&Bθ∧¬&Nθ)− µ(&Bθ) =
µ(&Bθ∧&Nθ∧Aiθ) + (µ(&Bθ∧&(Nθ\Aiθ)∧¬Aiθ) +
µ(&Bθ∧Aiθ∧&Nθ)+ µ(&Bθ∧Aiθ∧¬&Nθ)− µ(&Bθ)) =
µ(&Bθ∧&Nθ∧Aiθ)− µ(&Bθ∧¬&Nθ∧¬Aiθ) =
µ(&Nθ∧&Bθ)− µ(¬&Nθ∧¬Aiθ∧&Bθ).
4. µ(&Nθ/&N1θ) = µ(&Nθ∧&Bθ)/µ(&N1θ) ≥
(µ(&N1θ)− (1− p)µ(&Bθ))/µ(&N1θ) (см. доказательство пункта 2).
(µ(&N1θ) – (1-p)µ(&Bθ))/µ(&N1θ) = 1− (1− p)/µ(&(Nθ\Aiθ)/&Bθ),
где Nθ\Aiθ = (← A1,...,Ai−1,Ai+1...,Ak)θ

Следствие 4.1. Если µ( &N1θ) > 0, µ( &Bθ) > 0 и p = 1, то:

1) µ( &N1θ) ≤ µ( &Nθ) ≤ µ( &N1θ) + µ(¬ &Bθ).

2) µ( &Nθ/ &N1θ) = 1.

Следствие 4.2. Если µ( &N1θ) > 0 и правило (A ← true)θ является
фактом, то:

1) µ( &N1θ)+ µ(Aθ)− 1 ≤ µ( &Nθ) ≤ µ( &N1θ);

2) 1−(1−µ(Aθ))/µ( &(Nθ\Aiθ)) ≤ µ( &Nθ/ &N1θ) ≤ µ(Aθ)/µ( &N1θ).

Доказательство. Следует из леммы 4.1 и равенства p = µ(Aθ)

Следствие 4.3. Если µ( &Bθ) > 0, то:

1) µ( &Nθ∧ &Bθ) ≤ µ( &N1θ)+ µ(¬ &Bθ);
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2) µ( &Nθ∧ &Bθ) ≥ µ( &N1θ)− (1− p)µ( &Bθ).

Доказательство. Следует из доказательств пунктов 1, 2 леммы 4.1.

Рассмотрим SLDF-вывод Nθ,N1θ,...,Nk запроса Nθ посредством по-
следовательности правил Ciθ = (A ← Bi

1,...,B
i
li)θ, i = 0,1,..., k-1 и

пустых унификаций. Положим Biθ = (Bi
1∧...∧Bi

li)θ, pi = µ(Ciθ).

Teoрemа 4.1. Если µ(Biθ) > 0, i = 0,1,...,k-1, то:

µ( &Nθ∧A0θ∧A1θ∧...∧Ak−1θ) ≥ 1− ∑k−1
i=0 (1− pi)µ(Biθ).

Доказательство. Используем оценку 2 следствия 4.3, примененную к
последнему шагу вывода от &Nk−1θ к Nk. Получим µ(&Nk−1θ∧Bk−1θ)
≥ µ(&Nk) −(1 − pk−1)µ(Bk−1θ), где µ(&Nk) = µ(true) = 1, так как все
атомы выделены. Рассмотрим вывод запроса &Nk−1θ∧Bk−1θ из запроса
&Nk−2θ∧Bk−1θ посредством правила Ck−2θ. Снова применим оценку 2
Cледствия 4.3. Получим: µ(&Nk−2θ∧Bk−1θ∧Bk−2θ)≥ µ(&Nk−1∧Bk−1θ) -
(1-pk−2)µ(Bk−2θ). Рассмотрим вывод запроса &Nk−2θ∧Bk−1θ∧Bk−2θ из
запроса &Nk−3θ∧Bk−1θ∧Bk−2θ посредством правила Ck−3θ и т.д. По-
лучим: µ(&Nθ∧B0θ∧B1θ∧. . .∧Bk−1θ) ≥ µ(&N1θ∧B1θ∧. . .∧Bk−1θ) −(1−
p0)µ(B0θ). Подставляя левые части неравенств в их правые части, по-
лучим оценку

µ(&Nθ∧B0θ∧B1θ∧. . .∧Bk−1θ) ≥ 1−∑k−1
i=0 (1− pi)µ(Biθ)

Покажем, что если из конъюнкции
µ(&Nθ∧B0θ∧B1θ∧. . .∧Bk−1θ)

удалить все константы true, то получим конъюнкцию
µ(&Nθ∧A0θ∧A1θ∧. . .∧Ak−1θ).

Заметим, что каждый атом конъюнкции Biθ (true — не атом) в про-
цессе вывода обязательно унифицируется с левой частью одного из пра-
вил. Следовательно, каждый атом конъюнкции B0θ∧B1θ∧. . .∧Bk−1θ со-
держится в конъюнкции A0θ∧A1θ∧. . .∧Ak−1θ. С другой стороны, каж-
дый атом Aiθ, i = 0,1,...,k-1 содержится либо в &Nθ, либо в правой части
одного из правил Ciθ, i = 0,1,...,k-1.

Следствие 4.4. Если µ(Biθ) > 0, i = 0,1,...,k-1, то:

µ( &Nθ) ≥ 1−∑k−1
i=0 (1 − p i)µ(Biθ).

Доказательство. Следует из µ(&Nθ) > µ(&Nθ∧A0θ∧...∧Ak−1θ) и тео-
ремы 4.1.

Для каждого успешного SLDF-вывода Nθ = N0θ,N1θ,...,Nk существу-
ет успешный SLDF’-вывод Nθ = N0θ,N

′

1θ,...,N
′

iθ,...,Nk, в котором фак-
ты применяются последними и до запроса N

′

iθ применяются правила
Cj с длиной lj ≥ 1; j = 0,...,i-1. Тогда запрос N

′

iθ будет иметь вид ←
A1,...,Am, а запрос Nk — вид ← A1,...,Am. Такой SLDF

′

-вывод будем
называть нормализованным.

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 21. Серия «Математика». С. 33–50
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Теорема 4.2. Если µ(Bjθ) > 0, j = 0,1,...,i-1, и µ( &NkF) > 0, то

µ( &Nθ/ &NkF) ≥1− ∑i−1
j=1 (1 − p j)µ(Bjθ)/µ( &NkF),

где pj — условные вероятности, а Bjθ — условия правил Cj, j = 1,...,i-1.

Доказательство. Проводится аналогично доказательству теоремы 4.1,
но для нормализованного вывода и начинается с запроса i. Первое нера-
венство имеет вид: µ(&Ni−1θ&Bi−1θ) ≥ µ(&Niθ) − (1 − pi−1)µ(Bi−1θ),
где µ(&Niθ) = µ(&NkF). Далее, рассуждая как в теореме 4.1, получим
неравенство

µ(&Nθ∧B0θ∧. . .∧Bi−1θ) ≥ µ(&NkF )−∑i−1
j=1 (1 − p j)µ(Bjθ).

Так как µ(&Nθ∧ B0θ∧. . .∧Bi−1θ) ≤ µ(&Nθ∧&NkF), то
µ(&Nθ/&NkF) = µ(&Nθ∧&NkF)/µ(&NkF) ≥
(µ(&NkF )−∑i−1

j=1 (1 − p j)µ(B
jθ))/(&NkF ).

5. Вероятностные оценки запросов логических программ

5.1. Определим вероятностные оценки ν(N), η(N) запросов для про-
странства вычислений программы Pr по правилу R. Рассмотрим SLDF-
дерево некоторого запроса N пространства вычислений. Если SLDF-
дерево не успешно, то оценки ν(N), η(N) не определены. Для успешного
SLDF-дерева рассмотрим множество {SLDF

′

1,...,SLDF
′

m} всех успеш-
ных нормализованных SLDF’-выводов целей Nθ1,...,Nθm у которых ко-
нечные запросы N1

k1,...,N
m

km не содержат переменных. Если это мно-
жество пусто, то оценки ν(N), η(N) не определены.

Вычислим оценки ν1,...,νm, равные правой части неравенств след-
ствия 4.4 вероятностей µ(&Nθ1) ν1,...,µ(&Nθm) νm запросов Nθ1,...,Nθm.
Вычислим также оценки η1,..., ηm, равные правой части неравенств
теоремы 4.2 для условных вероятностей

µ(&Nθ1/&N1
k1F) > η1,..., µ(&Nθm/&Nm

kmF) > ηm
запросов Nθ1,...,Nθm. Положим

ν(N) = sup{ν1,...,νm}, η(N) = sup{η1,...,ηm}.
Выбор операции sup не регламентируется чисто логическими сооб-

ражениями. В данном случае автор исходит из желания объединить
такие понятия как логический вывод (с вероятностными оценками) и
предсказание.

Если один из выводов SLDF
′

1,...,SLDF
′

m состоит только в приме-
нении фактов, то, как следует из теоремы 4.2, он будет иметь оценку
η(N) = 1. Назовем такой SLDF-вывод проверкой истинности запроса N
(по аналогии с семантическим программированием [13]). Предсказанием
запроса N будем называть такой SLDF-вывод запроса Nθ, на котором
достигается оценка η(N). Оценкой предсказания запроса N будем на-
зывать величину η(N). Если предсказание не определено, то оценка
предсказания η(N) не определена.
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5.2. Пусть M = 〈U, µ〉 – вероятностная Эрбранова модель, согласо-
ванная с классом G.

Определение 5.2.1. Правило C = A ← B1,...,Bk, k > 0 программы
Pr применимо к классу Эрбрановых моделей G тогда и только тогда,
когда M|= (B1, ...,Bk)θ для некоторой подстановки θ ∈ ΘG и модели
M ∈ G, где ΘG – множество всех подстановок основных (Ground)
термов вместо переменных. Если правило не содержит переменных,
то оно применимо к классу Эрбрановых моделей G тогда и только
тогда, когда существует модель M ∈ G, M|= (B1, ...,Bk).

Далее будем предполагать, что все правила C = A ← B1,...,Bk, k
> 0 программы Pr применимы к классу моделей G. Обозначим через
PR(G) ⊆ PR множество всех правил сигнатуры применимых к классу
Эрбрановых моделей G.

Определение 5.2.2. Правило C = A ← B1,...,Bk, k ≥ 0 программы
Pr истинно на Эрбрановой модели M ∈ G тогда и только тогда, когда
M |= (Aθ ← (B1,...,Bk)θ), θ ∈ ΘG, M ∈ G.

Определение 5.2.3. Программа Pr истинна на Эрбрановой модели M
∈ G, M |= Pr тогда и только тогда, когда каждое правило программы
истинно на M.

Определение 5.2.4. Программа Pr истинна на классе моделей G то-
гда и только тогда, когда M |= Pr, M ∈ G.

Распространим вероятность µ на множество формул со свободными
переменными F0. Для ϕ ∈ F0\S положим

µ(φ) = inf{µ(φθ)}
θ ∈ ΘG

.

Распространим вероятность µ на множество правил программы Pr. Для
правил C = A← B1,...,Bk k ≥ 0, не содержащих переменных, определим
условную вероятность равенством:

µ(C) = µ(A)/µ(B1&...&Bk).

Эта вероятность определена, т.к. правила программы применимы к
классу Эрбрановых моделей G и µ(B1&...&Bk) 6= 0.

Для правил C = A ← B1,...,Bk k ≥ 0 с переменными определим
условную вероятность равенством:

µ(C) = µ(A/B1&...&Bk) =
inf

θ ∈ ΘG
{µ(Aθ/(B1&...&Bk)θ)}.

Известия Иркутского государственного университета.
2017. Т. 21. Серия «Математика». С. 33–50
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Эта вероятность также определена, т.к. правила программы приме-
нимы к классу Эрбрановых моделей G и µ((B1&...&Bk)θ) 6= 0, θ ∈ ΘG.
При k = 0 правило C = A ← рассматривается как правило A ← true с
вероятностью посылки µ(true) = 1.

Лемма 5.2.1. µ(ϕθ) > µ(ϕ), ϕ ∈ F0, θ – некоторая подстановка.

Лемма 5.2.2. Если программа Pr истинна на классе моделей G, то
µ(C) = 1, C ∈ Pr.

Доказательство. Пусть C = A ← B1,...,Bk; C Pr, k > 0;

µ(C) =
inf

θ ∈ ΘG
{µ(Aθ/(B1&...&Bk)θ)}.

Так как программа Pr истинна на G, то G(Aθ ← (B1,...,Bk)θ) = G
для любой подстановки θ ∈ ΘG. Так как мера согласована с классом
моделей G, то µ(Aθ ← (B1,...,Bk)θ) = 1, θ ∈ ΘG и, следовательно,
µ(Aθ/(B1,...,Bk)θ) = 1.

6. Детерминированные и вероятностные закономерности

Определим на множестве PR отношение ◮ – «быть более общим».
Обозначим множество всех подстановок, не являющихся перестановка-
ми, кроме тождественной, через Θt.

Определение 6.1. Отношение C ◮ C
′

, C = A ← B1,...,Bn; C
′

= A
′

← B
′

1,...,B
′

n′ , n,n’ ≥ 0 имеет место тогда и только тогда, когда
существует подстановка θ ∈ Θt такая, что Aθ = A

′

, {B1θ,...,Bnθ} ⊂
{B

′

1,...,B
′

n′} и либо θ не тождественная подстановка, либо n < n’.

Обозначим через W(G) ⊂ PR множество правил, применимых к G и
истинных на G (определение 5.2.2). Тогда µ(C) = 1, C ∈ W(G).

Лемма 6.1. Отношение ◮ – строгий частичный порядок на PR.

Лемма 6.2. Если C ∈ W(G) и C ◮ C
′

, то C
′ ∈ W(G).

Пусть WD(G) ⊂ W(G) — множество всех максимальных по отноше-
нию ◮ правил из W(G). Правила из WD(G) нельзя обобщить, сохраняя
их истинность на G.

Определение 6.2. Правила из WD(G) будем называть детерминиро-
ванными закономерностями или D-правилами.
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Определение 6.3. Назовем отношение C < C
′ ⇔ (C ◮ C

′

)&(µ(C) <
µ(C

′

)), C,C
′ ∈ PR(G) отношением вероятностной выводимости.

Определение 6.4. Вероятностной закономерностью (P-правилом) бу-
дем называть правило C ∈ PR(G), такое, что из C

′

◮ C, C
′ ∈ PR(G)

следует C’ < C.

Если детерминированные закономерности нельзя обобщить, сохра-
няя их истинность на классе моделей G, то вероятностные закономер-
ности нельзя обобщить, не уменьшая их условную вероятность. Обозна-
чим через PR(G) множество всех P-правил.

Лемма 6.3. Если существует C
′

, C
′

◮ C, µ(C
′

) ≥ µ(C), то C /∈ PR(M).

Лемма 6.4. D-правило C, C ∈ PR(G) является P-правилом, если из C
′

◮ C, C
′ ∈ PR(G) следует что µ(C’) < 1.

7. Предсказание и индуктивный синтез логических программ

Полный набор фактов для класса моделей G составляет совокуп-
ность множеств F(N) = {A |A – atom, N |= A для любого состояния
атома A}, N ∈ G. Любую конечную совокупность D конечных под-
множеств D(N) ⊂ F(N), N ∈ G будем называть данными. Вероятност-
ную Эрбранову модель M, согласованную с классом G, будем называть
вероятностной моделью данных D.

Как следует использовать правила C = A← B1,...,Bk, k ≥ 1 из W(G)
или PR(G) для предсказания? Если посылка правила (B1&...&Bk)θ ис-
тинна на некоторой случайно выбранной из G в соответствии с ме-
рой µ модели N (при некоторой подстановке θ ∈ ΘG: {B1θ,...,Bkθ} ⊂
F(N)), то заключение Aθ должно быть истинным на N с вероятностью
µ(Aθ/(B1&...&Bk)θ) ≥ µ(A/B1&...&Bk) = µ(C). Вероятность µ(C), опре-
деленная в параграфе 5 для правил со свободными переменными, дает
нам нижнюю границу вероятностей предсказания атома Aθ. Заметим,
что предсказание нужно делать по данным D(N) какой-то одной, слу-
чайно выбранной из G, модели N. Обозначим множество всех P-правил
с посылкой, содержащей хотя бы один атом, через P(G) ⊂ PR(G).

Определение 7.1. Логической программой индуктивно синтезиро-
ванной по данным D в вероятностной модели данных M будем на-
зывать множество правил PR(M,N) = P(G)∪D(N), где D(N) ∈ D,
N – некоторая модель, случайно выбранная из G в соответствии с
вероятностной моделью данных M.
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8. Семантический вероятностный вывод и предсказание

Определение 8.1. Семантическим вероятностным выводом (СВВ)
произвольного атома A сигнатуры Ω будем называть максимальную
последовательность правил C1 < C2 < ...; C1,C2,... ∈ P(G); Ci = Ai←
Bi

1,...,B
i
li, i = 1,2,... такую, что атом A унифицируем с атомами

A1,A2,... . Каждому выводу соответствует последовательность под-
становок θ1,θ2,... из определения отношения ◮. Подстановку θ = θ1θ2
... будем называть результатом семантического вероятностного вы-
вода. Последнее правило в конечном выводе будем называть результи-
рующим.

Лемма 8.1. D-правило в СВВ выводе может быть только результи-
рующим.

Деревом вероятностного семантического вывода атома A будем на-
зывать совокупность всех СВВ выводов запроса A.

Определение 8.2. P-предсказанием некоторого атома A сигнатуры
Ω программой PR(M,N) = P(G)∪D(N) будем называть такой СВВ
вывод C1 < C2 < ... < Ci < ...; C1,C2,...,Ci,... ∈ P(G) запроса A, в
котором:

1) Существует правило Ci = Ai ← Bi
1,...,B

i
li и подстановка θ, такие

что {Bi
1θ,...,B

i
liθ} ⊂ D(N); Aθ = Aiθ; µ(Aiθ) < µ(Ci);

2) Если P-дерево вывода цели A пусто или требуемой подстановки
не существует, то P-предсказание не определено.

3) На правиле Ci достигается максимум условной вероятности
µ(Ci) среди всех правил, удовлетворяющих условию 1, всех P-вы-
водов цели A.

4) Результатом P-предсказания будем называть подстановку θp =
θ1θ2...θi−1θ, где θ1,θ2,...,θi−1 - подстановки СВВ вывода C1 < C2 <

... < Ci, удовлетворяющего 1 и 2.

5) Оценкой P-предсказания будем называть величину ηp(A) = µ(Ci).
Если P-предсказание не определено, то оценка ηp(A) не определена.

6) Правило Ciбудем называть наилучшим для предсказания атома A
правилом по данным D(N) в вероятностной модели M.
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9. Взаимосвязь семантического вероятностного и
логического выводов

Пусть Pr – некоторая логическая программа, факты которой содер-
жатся среди фактов D(N) программы PR(M,N) = P (G) ∪D(N).

Теорема 9.1. Если атом A предсказывается программой Pr c оценкой
η(A) > µ(Aθ), для любой подстановки θ ∈ ΘG, то он P-предсказыва-
ется программой PR(M,N) с оценкой P-предсказания ηp(A) ≥ η(A).

Доказательство. По условию существует успешный SLDF-вывод Aθ,
N1θ, ...,Nk, &NkF ∈ ℜ цели Aθ в пространстве вычислений программы
Pr такой, что µ(Aθ/&NkF) ≥ η(A) > µ(Aθ), µ(&NkF) > 0, Nk = ←
B1,...,Bl; {B1 ← ,...,Bl ← } ⊂ Pr, l > 1 (см. определение предсказания,
оценки η и теорему 4.2).

Рассмотрим правило C = Aθ ← B1,...,Bl. Из условия η(A) > µ(Aθ) ≥
0, следует что l ≥ 1. Так как µ(&NkF) > 0, то C ∈ P(G). Кроме того из
µ(Aθ/&NkF) ≥ η(A) следует, что µ(C) ≥ η(A) > µ(Aθ) и значит выпол-
нено условие 1 определения 8.2 и P-предсказание атома A определено.
Тогда существует наилучшее для предсказания атома A правило CB и
ηp(A) = µ(CB). Из условия 2 этого определения 8.2 следует, что ηp(A)
= µ(CB) ≥ µ(C) ≥ η(A).
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E. E. Vityaev

Semantic Probabilistic Inference of Predictions

Abstract. Prediction is one of the most important concepts in science. Predictions
obtained from probabilistic knowledge, are described by an inductive-statistical inference
(I-S inference). However, such an inference encounters a problem of synthesis the logic
and probability that consists in the rapid decreasing of the probability estimates of
predictions in the process of logical inference. The procedures for calculating estimates in
the Probabilistic Logic Programming do not solve the problem. From our point of view,
prediction can not be well combined with a logical inference. Logical inference should
be replaced by calculations. The paper proposes a semantic approach to the calculation
of prediction, when the inference is considered not as verification of the truth of some
statement on the model, but as a search for facts in the model, predicting the statement
with a maximum probability. To do this, the work defines a semantic probabilistic in-
ference forcalculating the predictions. In the process of semantic probabilistic inference,
estimates of predictions strictly increase. We prove in the paper that prediction estimates
obtained by the semantic probabilistic inference are certainly not worse than the estimates
obtained by the logical inference with the parallel calculation of these estimates.

Keywords: prediction, probabilistic inference, semantics, logical programs, proba-
bilistic logic programming.
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